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PRÉFACE   DE   SÉDITION  FRANÇAISE 


L'école  mathématique  française  du  temps  présent  a-t-ello  eu 
raison  de  laisser  dans  un  oubli  relatif  la  théorie  des  nombres  pour 
s'adonner  aux  autres  branches  de  la  mathématique  oii,  certes,  elle 
a  trouvé  assez  de  problèmes  à  élucider  et  de  résultats  à  recueillir 
pour  alimenter  son  activité  ? 

C'est  affaire  à  chacun  de  l'apprécier. 

Que  cet  oubli  soit  réel  —  si  étrange  qu'il  puisse  paraître  dans  la 
patrie  d'Hermite  —  il  n'est  même  plus  utile  de  le  rappeler. 

Parmi  tous  ceux  —  et  leur  nombre  est  respectable  —  qui,  en 
France,  s'intéressent  aux  mathématiques,  combien  connaissent  les 
théories  modernes  de  l'Arithmétique  ? 

Combien  même,  pourrait-on  se  demander,  soupçonnent  qu'au 
delà  des  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson  existe  toute  une 
science, — j'entends  une  science  cohérente,  se  développant  avec 
autant  de  continuité  et  d'harmonie  que  les  plus  belles  et  les  plus 
classiques  théories  de  l'Analyse  :* 

Aussi  cette  science  n'est-elle  abordée  qu'à  de  rares  intervalles 
dans  les  travaux  de  nos  chercheurs,  si  attirés  aujourd'hui  par 
l'Analyse,  la  Géométrie,  la  Mécanique.  Je  ne  parle  pas,  bien  en- 
tendu, de  travaux  oii  sont  simplement  collectionnés  des  faits  sans 
relation  entre  eux  et  sans  portée,  formant  aussi  peu  une  science  — 
pour  reprendre  un  mot  de  M.  Poincaré  —  qu'un  tas  de  pierres  n'est 
Mne  maison,  précisément  parce  qu'ils  ne  tiennent  compte  que  des 
anciens  points  de  vue  dont  l'intérêt  est  aujourd'hui  épuisé  et 
ignorent  les  aspects  modernes  de  la  question. 

Cette  ignorance  a  eu  jusqu'ici  une  excuse  :  elle  avait  à  la  fois 
pour  conséquence  et  pour  cause  l'absence  de  tout  Traité  et  de  tout 
enseignement  français  sur  ces  matières. 
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Nous  puiiNons  compter  (jiie  celle  excuse  va  disparaîUc  et  que 
cette  lacune  sera  comblée. 

L'Université  de  I^arls^a  tout  d'abord  ressenti  la  nécessité  d'agir 
datis  ce  sens  ('  ).  Sous  ses  auspices,  la  l'héorie  des  nombres  est,  dès 
mainlenaut.  euscip-'Héc  par  un  des  uialhérnaticiens  qui,  dans  [noire 
pays, 'ont  le  plus  activement  travaillé  à  ses  progrès.  La  compé- 
tence reconnue  avec  laquelle  cet  enseignement  est  professé  ne  per- 
m«l  pas  (le  douter  qu'il  ne  porte  ses  fruits. 

M.  Lcvy  a  voulu  coopérer  au  même  but. 

(Jrâce  à  lui,  on  pourra  bientôt,  je  l'espère,  lire  en  français  l'expo- 
siti.m  la  plus  magistrale  qui  ail  élé  tracée  jusrpi'ici  de  la  Théorie 
des  corps  algébriques  dans  son  état  actuel,  je  veux  parler  de  l'ar- 
ticle inséré  par  M.  llilhert  au  Jaliresk^riclil  der  deutschen  Ma- 
tliemaliker-Vercini'juntj  en  1 890.  Mais  il  a  aussi  pensé  fjue  l'œuvre  si 
approfondie  et  si  condensée  du  maître  de  fi/itlingue  ne  pouvait  être 
abordée  sans  préparation  et  c'est  à  ce  besoin  qu'il  a  répondu  en 
oflrant  au  ptdjlic  français  la  traduction  de  l'ouvrage  plus  modeste 
et  j)lus  élémentaire  de  M.  Sommer. 

Ce  n'est  pas,  d'ailleurs,  que  celui-ci  ne  conduise  déjà  fort  avant 
et  fort  loin.  Non  seulement  par  l'exemple  simple  du  corps  (jua- 
dratiquc,  complété  par  celui  du  corps  cubique,  l'auteur  lient  et 
réussit  à  munir  le  lecteur  de  toutes  les  notions  fondamentales  et  à 
lui  faire  constater  toutes  les  circonstances  importantes  qui  se  pré- 
sentent dans  le  cas  général.  Mais  même,  avec  l'étude  du  corps  rela- 
tivement quadratique,  par  laquelle  se  termine  le  volume,  et  avec  le 
curieux  ensemble  d'analogies  et  de  différences  qu'il  manifeste 
lorsqu'on  le  compare  aux  corps  considérés  dans  le  domaine  naturel, 
on  sort  nettement  de  la  partie  proprement  élémentaire  et  classique 
de  la  théorie.  C'est,  en  un  mot,  avec  peu  d'efforts,  une  vue  fort 
complète  de  celle-ci  qu'on  acquiert  en  suivant  M,  Sommer. 

Ces  qualités  me  paraissent  avoir  fort  justement  désigné  son  ou- 


(•)  Celte  in'ccssité  avait  «Ji'jà  clé  conii>rife  par  plusieurs  de  nos  Maîtres,  et 
tout  parliculièren.eiit  par  celui  dont  la  perle  vient  de  nous  éprouver  tous 
cruellement. 
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vrage  à  l'attention  de  M.  Lt'vy  [)OiJr  la  publication  qu'il  nous  pré- 
sente aujourd'hui  et  dont  j'ai  essayé,  dans  ce  qui  précède,  de  faire 
comprendre  l'importance  scientifique. 

Je  ne  doute  donc  pas,  pour  ma  part,  que  ceux  qui,  dans  notre 
pays  tiennent  à  suivre  les  progrès  des  mathématiques,  ne  saisissent 
l'occasion  qui  leur  est  offerte  de  s'initier,  par  l'étude  des  cas  les 
plus  simples,  à  une  doctrine  profonde  et  difficile,  et  que,  par  con- 
séquent, l'ouvrage  actuel  ne  rencontre  tout  le  succès  que  je  lui 
souhaite. 

J.  Hadamard. 

i"  Novembre  1910. 
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Depuis  que  Gauss  a  élargi  le  champ  de  l'arithmétique  en  y  in- 
troduisant les  nombres  de  la  forme  a  H-  6  v' —  i  il  s'est  formé  une 
théorie  splendide  de  nombres  algébriques.  Les  noms  de  Kummer, 
deDirichlet('),  Dedekind  et  Kronecker  et  ceux  de  quelques  mathé- 
maticiens célèbres  de  notre  époque  se  rattachent  à  l'histoire  de  son 
développement.  Cette  théorie  a  souvent  modifié  son  aspect  exté- 
rieur et  nous  possédons  des  ouvrages  d'ensemble  signés  de  noms 
très  autorisés,  Dedekind,  Hilbert  (-),  Kronecker  {^)  et  Ilensel  ainsi 
que  celui  qui  a  été  publié  récemment  par  M.  Bachmann  (^),  qui 
exposent  les  résultats  sous  diirérents  points  de  vue. 

Tous  ces  livres  comprennent  le  cas  le  plus  général  de  la  théorie 
et  sont  difficiles  à  lire  pour  un  débutant.  Aussi  jai  pensé  qu'il  se- 
rait utile  d'en  faire  une  exposition  qui  permît  de  faire  connaître  de 
la  façon  la  plus  élémentaire  [)ossible,  les  problèmes  et  les  résultats 
de  cette  théorie. 


(i)P.-G.  LEJELNE-niKiCHLEï  et  Dedeki>d.  Vorlesituyen  iibcr  Zahlcnlheorie, 
4*  édit   Braunscitweig,   i8g4.  Suppl.  XI. 

(2)  D.  Hilbert.  Die  Théorie  dcr  algebraischen  Zahlkorper.  Bericht,  erstattet  der 
deutsclicn  Matheniatiker-Vereinifiunçi.  Jahresbericht  der  deutschen  Mulh.-Vereini- 
ijinig,  t.  IV,  Berlin,  i8i)'4 

Cet  ou\rage  sera  cilé  dai;s  cet  ouvrage  sous  le    nom  de  ZaLWer,  ou  Bericltt. 

(*)  L.  Kkoecreh.  Vorlesunjcn  iiber  Zahlentlieorie,  édile  par  K  Henscl.  lierlin 
igoi. 

('►)  P.  Bachmann.  Zalilentheorie,  L  V;  AU'jfincine  Aritliinelik  der  Zaldicôrper, 
Leipzig,  igoTi. 

Il  faudrait  citer  ici  aussi  plusieurs  ctinpilres  de  H.  Minkoswki.  Géométrie  der 
Zahlen,  I-eipzig,  iSoG-igio, 
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J'ai  pensé  atleindre  ce  but  cm  Irailanl  particulièrement  le  cas  des 
corps  les  plus  simples,  le  corps  quadratique  et  le  corps   cubique. 

La  lecture  de  ce  livre  ne  nécessite  que  peu  de  connaissances 
tirées  de  l'algèbre,  .l'ai  tàcbé  d'atteindre  toujours  mon  but  par  les 
métbodes  les  plus  simples,  et  je  me  suis  rapproché  des  travaux  sur 
cette  théorie  qui  m'ont  paru  les  plus  clairs  et  que  Ion  trouve  dans 
les  œuvres  de  MM.  Hurwitz,  Ililbcrl  et  Minkowski.  J'ai  utilisé 
aussi  le  cours  fait  pendant  l'hiver  1897-1898  dans  lequel  M.  Hilbert 
nous  a  exposé  entre  autres  choses  :  l'étude  du  corps  quadratique 
et  ses  applications  au  «  dernier  théorème  de  Fermai  ».  J'ai  tou- 
jours pris  pour  modèle  son  exposition  claire  et  irréprochable. 

M.  le  Dr.  A.  Timpe  à  Danzig  et  M.  le  Privatdozent  Dr.  H. 
Fueter  h  Marbourg  m'ont  prêté  leur  concours  pour  la  correction 
des  épreuves.  Grâce  aux  précieux  conseils  de  ce  dernier,  j'ai  pu 
améliorer  bien  des  détails  de  certaines  démonstrations.  Je  leur 
exprime  ma  reconnaissance.  Mais  je  dois  beaucoup  à  M.  le  con- 
seiller intime  llilbert  qui  m'a  encouragé  dans  mon  travail,  ses  con- 
versations m'ont  été  d'un  secours  précieux.  H  a  de  plus  mis  à  ma 
disposition  avec  une  attention  amicale  le  manuscrit  d'un  cours  fait 
par  lui  antérieurement  et  qui  m'a  servi  pour  un  point  essentiel 
(n"  lô). 

Langfulir,  déccmljrc  lyoG. 

J.  Sommer. 


Note  du  Tr.idicteur 


J'ai  employé  les  expressions  de  forme  ambige,  idéal  ambige  — 
au  lieu  de  forme  ambiguë,  idéal  ambigu.  —  Le  mot  ambigu  a  dans 
la  langue  française  un  sens  qu'on  ne  saurait  lui  retrouver  ici. 
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INTRODUCTION 


Nous  allons  exposer  tout  d'abord  la  théorie  du  corps  quadra- 
tique, dans  le  but  d'étendre  les  théorèmes  acquis  pour  les  nombres 
naturels  à  des  nombres  ayant  plus  de  généralité. 

Cette  généralisation  n'est  pas  seulement  intéressante  en  elle- 
même,  mais  elle  nous  permettra  de  déduire  simplement  des  faits  de 
la  théorie  des  nombres  «  rationnels  »  comme  conséquences  de  la 
théorie  générale,  alors  que  ces  faits  seraient  très  difficiles  à  établir 
avec  nos  ressources  actuelles. 

Nous  commencerons  par  rappeler  d'une  manière  un  peu  concise 
les  théorèmes  les  plus  importants  de  la  théorie  élémentaire  que 
nous  devrons  retrouver  dans  la  théorie  générale  ('). 


(')  Pour  toute  étude  particulière  l'auteur  renvoie  aux  excellents  ouvrages  : 
P. -G.  Lejeuse-Dirichlet.  —  Varies,  uber  Zahlentheorie ,  Herausgeg.  von  Dedekind 

4.  Aufl.  1894. 
Ph.  Tschebyscheff. —  Théorie  des  Congruences,  éd.  allem.  de  Schapira.  Berlia 

1889. 
P.  Bachma:»r.  —  Théorie  des  Nombres,  t.  I.  Eléments.  Leipzig  1872. 
P.  Bachmaî(x.  —  Niedere  Zahlentheorie,  i*  partie,  1902. 
H. -S.    St-Smith.    —    Collected    mathemalical  papers,    vol.  [.  Report  on  the  the- 

ory  of  nombers,  6  parts,  p.   38-364,   1894,  Oxford  1894.   Les  six  parties  du 

rapport  ont  paru  d'abord  de  iSSgà  i865  dans  les  Reports  of  the  British  AssO' 

dation,  œuvres  originales  de  Lagrange,  Gauss,  Legendre,  Dirichlel. 
G. -F.  Galss.  —  Disquisitiones  arichmeticae  Leipz.  1801.  Œuvres  complètes  t.  I, 

et  trad.  française,  Paris,  Herraann,  191O. 
A. -M.  Legekdre.  —  Théorie  des  Nombres,  4*  éd.  Paris,  1900,  2  volumes. 
SoMMBR.  —  Théorie  des  nombres.  i 


a  TlltOniE    DES    NOMBRES 

1.  Divisibilité  des  entiers  rationnels.  —  Nous  désignerons 
les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs  par  les  lettres  françaises  a, 
h,  c  ...  en  particulier  les  nomltrcs  quelconques  par  a,  h,  c  ...  les 
nombres  premiers  par/*,  7, 

Un  nombre  est  premier  lorsqu'à  part  lui-même  11  nadmet 
d'autres  diviseurs  (jue  zt:  1.  a  et6  sont  premiers  entre  eux  lorsqu'il 
n'v  a  pas  de  nombre  premier  /),  7  qui  les  divise  tous  les  deux. 

Le  lliéorème  fondnmcnlal  de  la  tbéorie  des  nombres  rationnels 
dit  que  tout  nombre  entier  ne  peut  être  décomposé  essentiellement 
que  d'une  seule  manière  en  facteurs  premiers.  Nous  ajoutons  le 
mot  «  essentiel  »  [)Our  dire  que  nous  ne  distinguerons  point  les 
facteurs  positifs  et  négatifs. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'appuie  sur  la  méthode  suivie 
l)ar  Euclidc  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres.  Rappelons-là  :  soient  a  et  6  deux  nombres  (supposons-les 
positifs  pour  plus  de  simplicité).  Si  a  >  6  on  peut  poser 

a  =  h  X  q  -h  r^       O  <  r^  <  6  (') 

si  /'o  >>  I  on  divise  b  par  To  et  on  a 

^  =  7i''o  +  '"i  o  <  r,  <  r^ 

et  ainsi  de  suite,  on  obtient  un  nombre  fini  d'opérations 


fn-i  =  qnr n-i   "^  r„ 

et  on  aura  r„  =  i  ou  r»  --^  o  après  n  H-  i  opérations,  d'ailleurs 
/t  H-  I  <  6. 

Si  r„  =  I,  a  et  6  sont  premiers  entre  eux. 

Si  r„  =  o  r„_,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  b. 
et  tout  diviseur  commun  à  a  et  à  6  divise  /'n . 

On  en  déduit  que 

Lemme.  Si  b  divise  le  produit  qui,  et  s'il  est  premier  avec  a  il 
divise  «,. 


(*)  Note  du  traducteur.  —  Celte  démonstration  étant  enseignée  dan5  toules 
lc>  écoles  françaises,  je  me  suis  permis  d'abréger  ici  un  peu  le  texte  de 
M.  Sommer. 


WTRODUGTION  5 

En  effet  si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  leur  plus  grand 
commun  diviseur  est  i,  celui  de  atii  et  />a,  est  a^  or  b  divisant  aa^ 
et  ba^  divise  (l^. 

Réciproquement  si  le  nombre  premier  p  est  premier  avec  a  et 
avec  a,  il  ne  peut  diviser  «a, . 

On  arrive  alors  au  résultat  suivant  : 

Théorème  fondamental.  —  Un  nombre  entier  positif  a  ne  peut 
être  décomposé  que  d'une  seule  manière  en  un  produit  de  facteurs 
premiers  positifs. 

Démonstration  :  Admettons  que  l'on  ait  à  la  fois 

«  =  Pi  -Pi  -Ps  •••Pv 

ou  /),/)2  .../)v  ainsi  que  (y,  ...  ^y_  désignent  les  nombres  premiers 
distincts  entre  eux  ou  non,  a,  c'est-à-dire  le  produit  /),/)2  ■■.  p^  est 
divisible  par  q^  ce  qui  serait  impossible  si  tous  les  p  étaient  diffé- 
rents de  rj^j^,  nous  pouvons  donc  admettre  que  p^  =  g^  et  nous 
verrons  de  même  que  Pv— i  =  Çu— n  ^^^-  Enfin  v  =  [x  et  pi  ^=  qi 
P2  =  q,... 

D'ailleurs  le  théorème  fondamental  est  vrai  d'une  façon  géné- 
rale pour  des  nombres  et  des  facteurs  positifs  ou  négatifs,  lorsque 
deux  de  ces  décompositions  sont  considérées  comme  essentielle- 
ment égales  quand  les  facteurs  ne  diffèrent  que  par  le  signe. 

2.  La  fonction  ©  i  m).  —  Problème.  Soit  tn  un  entier  positif, 
trouver  le  nombre  des  entiers  de  la  suite  i ,  2  . . .  m  —  i  premiers 
avec  m. 

Solution  :  Soit  ©(m)  (^)  le  nombre  cherché.  Si  m  ne  contient 
qu'un  diviseur  premier  p  m=  p 

(i)  tp(p)  =  p__  I  =p^i  _ij. 


(')  Symbole  dû  à  Gauss  pour   désigner  ce  nombre  déjà  trouvé  par  Euler. 
Disquisitiones  arilhmeticae,  sect.  II,  art.  38. 
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Soit  „,  _  pk  les  seuls  nombres  inférieurs  à  m  el  non  premiers 
ave«  lui  sont 

p.  2/^  Sp,  ...  (/)*-'  —  0/^ 
donc 

(a)  <?  ip')  -  p^  -  1  -  (/>"-'  -  0  =  P''  (»  -  p)- 

Soit  m  = //' //^  ...  />''"   et    .supposons  connu   o  (m),     voyons 
si  nous  saurons  déterminer  o  (m,) 

h.      k.,  kn     k„M, 

"h    =P,      P{    --Pn      P.+\- 

D'après  notre  hypothèse  il  y  a 

(3)  "^  ("'.)  =  Plt,'  ?  ("0 

nombres  inférieurs  à  m,  et  premiers  avec  m,  car  dans  chaque  in- 
tervalle I  à  m,  m  à  2  m,  ...  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  [p'^'^^  —  i  )  '^ 
à  p'''''^*m  il  y  a  ç  (m)  nombres  répondant  à  la  question.  Mais  par- 
mi ces  nombres  il  y  a  encore  ceux  qui  contiennent  une  ou  plusieurs 
fois  le  facteur  p„4.,  et  qui  sont  premiers  avec  m,  c'est-à-dire  qui  ne 
contiennent  aucun  des  facteurs  pi  p>  ...  p„.  Dans  la  suite 

m, 
iP"+n  ^Pn+n  •■'  i, —  X  p„+, 
r'i+i 

il  faut  prendre  les  facteurs  \p  ...  — ^  qui  sont  premiers  avec  m, 
on  obtient  une  expression  analogue  à  (3) 

?  ("«i)  =  p[t'  ?  ("i)  —  />!!;*"'  ?  ('")  ^  ?  ('")  }t\'  V  —  -J  \ 

Nous  avons  maintenant  une  formule  de  récurrence  qui  donne 

(4)        ,w  =  ,„^,-;j^,-.;)...(.-;j 
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d'où  résulte  le  théorème 

(j)  (m)  =  (£  (m,)  f  (m-)) 

faisons  de  plus  ^  (i)  r=  i  et  nous  aurons  : 

Théorème.  —  Soit  m  un  nombre  quelconque  et  si  l'on  remplace 

V 

/  successivement  par  tous  les  diviseurs  de  m  on  a  '^  cp  {t)=  m. 
Démonstration  :  Soit 

m  =  a  =  p'' 

les  diviseurs  de  a  sont  i,  p,  p^  ...  p'' 

Soit  en  général 
les  diviseurs  de  m  sont  les  nombres  du  produit 

(i  +  P-^...p;')(i4-/),  +  ...  -^p:)-{i  +/)„+...+/„") 

appliquons  le  théorème  précédent  à  chaque  diviseur,  nous  aurons 
[(î(i)+?(p))+-. •?(?'■)]  [»(!)+»(;),)+.. .t(p'')J 

=  aj,a2  ...  0^^=  m. 

Ce  théorème  joue  un  rôle  important  lorsqu'on  veut  démontrer 
l'existence  de  racines  primitives. 

3.  Les  congruences.  —  Gauss  (*)  emploie  la  notation  a  ^  o 
(mod.  m)  ou  encore  a  ^  o  (m)  pour  indiquer  que  a  est  divisible 
par  m.  On  dit  que  a  est  congru  à  o  suivant  le  module  m.  Dire  que 
a  —  6^0  (m)  ou  que  a^  b  (m),  ou  dire  a  est  congru  à  6  sui- 

(')  Gauss.  —  Disquis.  ar'Uhm.  Sect.  I.  Art.  (i),  (3). 
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v;mt  le  module  m,  c'est  exprimer  que  la  différence  a  —  6  est  divi- 
sible par  m. 

D  :  cette  définition  résultent  : 

I.  Si  a  =  6  (m),  a  =  <•  (m),  on  a  aussi  6  ^  c  (m). 

II.  Si  a  =  h  (m),  c  =  d  (m),  a  -h  c  =  h  -^-  d  (m),  et  aussi 
ac  ^  bd{m). 

III.  Si  n  est  un  entier  rationnel  premier  avec  m,  0^6(^7»),  donne 
an  ^  ÔAi  (m). 

Et  aussi  de 

an  ^  6n  (m) 
a^b  (m)       lorsque       n  ^  o  (m). 

La  représentation  symbolique  des  congruences  d'après  Gauss, 
est  très  commode  et  très  fertile,  elle  a  pris  le  droit  de  cité. 
Cette  façon  d'écrire 

a  ^  b  (m) 

montre  bien  que  la  divisibilité  d'un  nombre  par  un  autre  dans  cer- 
taines questions  entre  seule  en  jeu  et  que  la  valeur  du  quotient  n'a 
pas  d'importance. 

On  a  réparti  tous  les  nombres  ou  classes  suivant  le  module  m, 
deux  nombres  a  et  6  étant  considérés  comme  équivalents,  suivant 
le  module  m,  s'ils  sont  congrus  suivant  le  module  m,  c'est-à-dire 
si  divisés  par  m,  ils  donnent  le  même  reste. 

Les  nombres  se  répartissent  en  m  classes,  suivant  le  module  m, 
iout  nombre  étant  congru  à  un  nombre  de  la  suite 

o,  r.  2  ...  m  —  I 

et  à  un  seul  ;  tandis  que  deux  nombres  de  cette  suite  ne  peuvent 
être  congrus  entre  eux.  Si  m  est  impair,  les  m   entiers  compris 

m  —  i^m  —  I         -         ,  ,  ., 

entre   —       o"  ^    "^  — a —  ^^  "^^^   ^®  ^^  *-"^    '^  ^^*  pair,    les 

entiers  compris  entre  —      -H  i  et      forment  le  système  des  restes 

les  plus  petits  en  valeur  absolue  suivant  le  module  m,  ou  encore 
la  série  des  restes  absolus. 
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4.  Le  théorème  de  Fermât.  Théorème {^).  — Soit/)  un  nombre 
premier  lationnel.  a  un  nombre  cnlier  qui  n'est  pas  divisible  par/), 
on  a  : 

Démonstration  :  Considérons  la  suite  de  /)  —  i  nombres 

a,  20,  3a  ...  (p  —  i)  a 

deux  nombres  de  celle  suite  ka  et  ha  ne  peuvent  être  congrus  à  a, 
car  p  ne  peut  diviser  (A*  —  h)  a,  il  est  premier  avec  a,  et  comme 
A"  <  /)  —  I  '  ^^  ^  /^  —  I ,  /)  ne  peut  diviser  k  —  h,  les  restes  des 
nombres  de  cette  suite  par  p,  sont  donc  dans  un  certain  ordre, 
I,  2,  ...  p  —  I.  Si  on  désigne  ces  restes  par  r^^i  ...  r^-i,  on  a 

(a)  1.2  ...  (p  —  i)  al'-'  =r^  .  r,  ...  rp_,,  (p) 

et  par  suite 

I  .  3  ...  (p—  i)  a''-'  ^  1  .  2  ...  (p  —  i)  (p) 


c'est-à-dire 

On  a  quel  que  soit  a 


a''-'  =  I  (p). 


al'  ^a  ip) 
Euler  a  montré  que  l'on  a  de  plus 

a?("')  =   I  (m) 

si  a  est  premier  avec  m.  La  démonstration  est  en  tout  point  sem- 
blable à  la  précédente. 

Nous  ferons  de  ce  théorème,  les  applications  suivantes  : 
Problème.  —  Soit  ax  ^  b  (m),  où  a  ;zf  o,  b,  m  ;zf.  o  sont  don- 
nés, cherchons  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  cette  congruence. 


(')  C'est  à  ce  théorème  que  Ion  donne  le  nom  de  théorème  de  Fermât.  11  a 
été  démontré  par  Euler  et  par  Lagrange.  Fermât  a  énoncé  sans  démonstration 
le  théorème  que  nous  indiquons  plus  loin  relatif  à  a'  ^  i  (p),  dans  une  lettre 
à  Frcnicle  du  i8  octobre  i64o.  Voir  œuvres  de  Fermât  publ.  par  P.  Tannery 
et  Ch.  Henry,  tome  II,  Paris  1894,  p.  209. 


8  THÉORIE    DES    !<IOMBRES 

Solution  1.  Supposons  d'abord  a  et  m  premier  enlre  eux,  alors 
a^"^  =  I.  Multipliant  les  deux  nombres  de  la  congruence 

ax  ^  b  (m)       par       a'     ' 
il  vient 

x^  0  .  a'^  '       {m) 

on  a  donc  une  solution. 

Soient  Xi,  x>  deux  solutions  distinctes 

ox,  ^  6  (m) 
ax2  ^  b  (ni) 

nous  donnent  Xi  —  x.^^  o  (m),  la  solution  générale  est  donc 

X  =  0  .  a^'  '       -\-  m  .  s. 

1.  a  et  m  ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  Soit  /  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  alors 

ax  ^  b  {inj 

que  Ion  peut  écrire  sous  la  forme 

ax  —  my  =  h 

nous  montre  qu'il  y  a  une  condition  de  possibilité,  il  faut  que  t 
divise  6.  Si  elle  est  remplie  en  divisant  par  /,  on  ramène  à  la  forme 

OiX  ^  6i  (m) 

OÙ  a^est  premier  avec  m^^ 

Si  on  désigne  par  Xi  la  valeur 

les  solutions  sont  données  par 


nous  considérerons  le  système  des  valeurs  incongrues,  suivant  ou 

^i>  X,  -H  m       ar,  +  am  ...  x^  -h  {t  —  i)  m 
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qui  nous  donnent  les  /  racines  incongrues  suivant  m  de  la  con- 
gruence.  On  peut  exprimer  ce  qui  précède  sous  la  forme  : 
Théorème.  —  L'équation  indéterminée 

ax  —  my  ==  b 

à  coefficients  entiers  rationnels  a,  b,  m  n'a  des  solutions  que  si  le 
plus  grand  commun  diviseur  /  de  a  et  de  m  divise  h. 

Les  solutions  c'est-à-dire  les  valeurs  numériques  de  x  et  j  en 
nombre  infini  peuvent  être  représentées  par  t  valeurs  incongrues 
suivant  le  module  m. 

D'après  cela  si  /  est  le  plus  grand  diviseur  de  a  et  de  6,  on  peut 
toujours  trouver  deux  entiers  x  ti  y  tels  que  ax  -t-  6j  =  /.  Ce 
théorème  va  nous  permettre  une  seconde  application  du  théorème 
de  Fermât. 

Théorème.  —  Soit  p  un  nombre  premier  positif  et  rationnel  et 
a  un  entier  qui  n'est  pas  divisible  par/>,  le  plus  petit  exposant  e 
pour  lequel 

a*  =  I  (p) 

est  un  diviseur  de  p  —  i. 

Ilesttoutd'abordévidentquee  >.  i,  sauf  le  casa=  i  oua^i  (p). 
D'abord  toutes  les  puissances  a',  a-,  a^  ...  a-~'  sont  incongrues  (p), 
car  si  ou  avait  af^  e^  a"-  module  p,  e-i  <^e^  <i  e,  il  en  résulterait 

c'est-à-dire 

a'"'  =o(p). 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Supposons  que  e  ne  divise  pas  p  —  i  on  pourrait  trouver  deux 
entiers  x  et  y  tels  que  ex  -h  (p — i)y=  e'  e'  étant  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  e  et  de  p  —  i .  De  a^  ^  i  a''"'  ^  i  (p)  il  résulte 
que  a*'a(p-''!'^  i  c'est-à-dire  a''  ^  i  (p)  e'  étant  <  e.  Il  faut 
donc  que  e  divise  p  —  i . 

On  dit  alors  que  a  appartient  à  l'exposant  e. 

Les  nombres  w  qui  appartiennent  à  l'exposant  p  —  i  ont  une 
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signification  j)arliculicrc.  Eulcr  les  nomme  racitics  primitives  sui- 
^anl  p.  Les  puissances  successives 

tu  u''  ur  ...  »/•'■"' 
tiennent  jiour  icstcr  par  p  dans  un  certain  ordre  les  nombres 

,  2  ;i ...  {jj—  i). 

(îauss  (')  a  de' montré  par  un  raisonnement  célèbre  l'existence  de 
ces  racines.  —  nous  le  donnerons  au  sujet  des  nombres  quadra- 
tiques. Voici  d'ailleurs  l'énoncé  du  théorème. 

Théorème.  —  11  \  a  o  (e)  nombres  incongrus  suivant  le  module 
j)  appartenant  à  l'exposant  e,  e  étant  un  diviseur  de/)  —  i ,  en  particu- 
lier il  y  a  toujours  (^  (p  —  i)  nombres  appartenant  à  l'exposant 
(/'-D. 

Exemple  :  /;  ="3  r  divise  /)  —  i  =  0. 

1  :  !û  (i)  =  1  I  nombre    a  =  i 

2  :  o  (a)  =  1  I  noinljrc    a  =  G 

3  :  a  (.'i)  =  a  2  nombres  a  ^  2,  4 
/i  :  co  (6)  =  a  »         1)        a  =  3,  5. 

Conrp'ucnccs  enliè/cs  de  (lc(jré  supérieur. 
On  appelle  ainsi  des  congruences  de  la  forme 

"o'''"  H-  <^i^"  "'  +  •••  0,1  ^  O  (a) 

OÙ  X  désigne  une  inconnue,  et  où  a^  ...  a„  sont  des  coefficients  ra- 
tionnels entiers.  Si  Oo  ^  o  (o)  une  telle  congruence  est  dite  de  degré 
n,  X,  est  dit  une  racine  de  cette  congruence  si  x  rend  le  premier 
membre  divisible  par  a. 

Théorème.  —  Si  f{x)  =.  a^^x"  H-  a,x"-'  -+-  On  ^  o  (p)  a  une  ra- 
cine/) étant  un  nombre  premier  il  existe  toujours  une  racine  x,  telle 
que/(x)  ^  o  (p)  mais  quey(x)  ^  o  (/)-)  —  car  si  a;  =  a  satisfait 
à  /(a)  ^  o  (p-)  on  peut  déterminer  /  entier  de  telle  sorte  que 
X.  =  a  -h  Ip  satisfasse  à  la  condition  de  l'énoncé. 

De  même  qu'on  démontre  en  algèbre  qu'une  équation  de  degré 
n  J  (x)  =  o,  a  n  racines  on  démontre  que  : 

(')  DisQii.  nr'i'hîn.  lit  '.yj.  à  ">.">. 
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Théorème.  —  Une  congruencc  de  degré  n  suivant  un  module 
premier  p 

f{x)  =  flg  x"  -+-  a,  ar"-'  4-  ...  +  a„  =  o  (p) 

a  au  plus  n  racines  distinctes  suivant  le  module/). 

On  a/(.r)  =  (x  —  fx.)  f,  x  -h  /  (a)  si  a  est  racine  de  la  con- 
gruence/(a)  ^  o  mod.  p  et  toute  racine  de/,  (x)  ^  o  est  une  ra- 
cine de/{x)  ^  o  f[x)  ne  peut  donc  avoir  en  plus  des  racines  delà 
seconde  que  la  racine  x  =  a  c'est-à-dire  une  racine  de  plus  que  la 
seconde.  Or  la  congruence  du  premier  degré  n'a  qu'une  racine,  celle 
du  second  en  a  au  plus  deux,  celle  du  troisième  au  plus  3,  etc. 

Ceci  ne  veut  pas  dire  que  la  congruence  a  n  racines,  elle  peut 
en  avoir  moins,  ou  ne  pas  en  avoir  du  tout.  Il  faudra  examiner 
chaque  congruence  en  particulier  pour  savoir  si  elle  admet  des  ra- 
cines. La  plus  simple  est  n  =  2.  Une  congruence  du  second  degré 
suivant  un  module  premier  p  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

x^  —  m^o  ip). 

Lorsque  cette  congruence  admet  la  racine  w,  elle  admet  aussi 
la  racine  — w.  Si  m  est  premier  avec  p  on  dit  alors  que  m  est  reste 
quadratique  de  p,  dans  le  cas  où  la  congruence  n'a  pas  de  racines 
on  dit  que  m  est  non-reste.  Legendre  introduit  le  symbole  sui- 
vant/) >  2. 


m 


iï) 


\  =  -r  I  quand  m  reste  quadratique  de  p 

—  I  quand  m  est  non-reste  quadratique  de/J. 


Ce  symbole  avec  les  conditions  énoncées  plus  haut  est  donc 
toujours  égal  à  -h  i  ou  à  —  i.  Nous  apprendrons  à  le  calculer  plus 
loin  au  n**  26. 

Ce  qui  précède  nous  permet  cependant  d'établir  quelques  pro- 
priétés du  symbole.  Désignons  par  w  une  racine  primitive  du 
nombre  premier  impair/),  alors  par  une  certaine  valeur  de  l'expo- 
sant M  on  a 

m  ^  iv^  (p) 

La  congruence 

a;2  —  w*  ^o  (p) 
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n'admet  de  solution  que  si  M  est  un   nombre  pair,  la  condition 
est  sulfisanle.  D  où  un  tlicorèmc  dû  à  Euler  : 

Théorème.  —  m  est  reste  quadratique  de  p  ou  non-ieste  suivant 
que 

/'—  I  p—  I 

m   '■*    ^E  -j-  I  (p)     ou     m    2    ^  (_  j)^ 


ou  encore  on  a  toujours 


(:) 


m  ""^ '(/)). 


Soient  m   et  n^^,  deux  nombres  entiers  quelconques,  dont  au- 
cun n'est  divisible  par  p  et  si  l'on  pose 


ni  =1  w^  (/))       /»!  =  jy^'i  (p) 
lnm^  =  ?ti*'+»'i  (p) 

v-i 


("';■.)  =  (,„„„)"^'  (p) 


ou 


p)  \  p)  ~  \   P 


Cette  dernière  égalité  nous  donne  la  règle  de  la  multiplication 
qui  permet  de  ramener  le  calcul  de  ce  symbole  "  au  cas  oiî  (j  et  p 
sont  premiers.  En  particulier  si  m  est  négatif 


m  -  i^/)  m 


Je  m'arrêterai  là  dans  l'énuméralion  des  faits  de  la  théorie  élé- 
mentairedes  nombres  rationnels  je  veux  passer  aux  recherches  re- 
latives aux  nombres  algébriques,  j'aurais  alors  l'occasion  de  revenii 
sur  les  questions  que  je  viens  d'indiquer. 

La  théorie  des  nombres  algébriques  est  une  branche  relativement 
nouvelle  de  la  théorie  des  nombres.  C'est  Gauss  qui  en  a  été  l'ini- 
tiateur. Euler  puis  Legendre  et  Gauss  avaient  vu  indépendamment 
l'un  de  l'autre  la  réciprocité  des  solutions  de 

x^  —  q  ^  o  (p)       et       X-  —  /)  ^  0  {q) 
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p.  (].  étant  premiers.    Cette    réciprocité    merveilleuse  s'exprime 
par  le  symbole 


(?)©-(- 


p-l  q-i 


Gauss  parvint  à  démontrer  le  premier  d'une  manière  irrépro- 
chable cette  loi  de  réciprocité,  il  en  a  donné  six  démonstrations 
fondées  sur  des  principes  tout  à  faildilTérents.  Mais  lorsque  Gauss  (') 
voulut  étendre  ce  théorème  fondamental  à  des  congruences  de 
degrés  supérieure,  et  qu'en  particulier  il  étudia  x*  —  q  ^o  (p) 
il  trouva  bien  toute  une  suite  de  théorèmes  particuliers,  mais  le 
théorème  général  de  réciprocité  u  biquadratique  »  lui  échappa 
tant  qu'il  se  maintint  dans  le  domaine  des  nombres  réels  ration- 
nels, et  les  démonstrations  suffisantes  pour  des  cas  particuliers  ne 
valaient  plus  pour  la  généralité  des  nombres  rationnels.  Les  diffi- 
cultés (-'j  disparurent  lorsque  Gauss  inventa  «  une  extension  ori- 
ginale du  domaine  de  l'arithmétique  supérieur  »  et  lorsqu'il  donna 
aux  nombres  complexes  a  -h  6  y/ — i  «  exactement  les  mêmes 
droits  de  c;ité  »  qu'aux  entiers  rationnels  ('). 

Ce  fait  a  porté  ses  fruits.  Gauss  avec  l'heureuse  intuition  du 
génie  a  ouvert  de  nouveaux  et  riches  domaines  à  la  science. 

Bientôt  on  vit  que  le  théorème  de  réciprocité  cubique  s'expose 

le  plus  facilement  en  partant  des  nombres  a  -h  6 et  on 

obtint  des  résultats  analogues  pour  les  théorèmes  de  réciprocité 
plus  élevés.  La  solubilité  de  x"  +  j"  =  -"  exigeait  d'elle-même  la 
considération  de  nombres  complexes,  formées  de  racines  n^"^'  de 
l'unité,  et  aussi  dans  le  domaine  des  fonctions  elliptiques,  la  mul- 
tiplication complexe  montra  la  nécessité  d'introduire  des  nombres 
de  la  forme  a  -i-  b  ^m. 

Ce  qui  fait  la  valeur  principale  de  l'étude  des  corps  dans  la 
théorie  des  nombres,  consiste  en  ce  qu'elle  l'a  enrichie  de  méthodes 
bien  plus  générales.  On  s'en  rendra  probablement  compte  dans  cer 


Cj  C.    F.  Gvuss  —  Théorla  residiioruin  biqaadralicorum.  Ges.  W.    t.  II  p.  G7 
'ind  Besprech  p.   i63. 

(*)  G.  F.  Gauss.  —  Werlcc,  t.  Il,  p.  95  et  169. 
(")  G.  F.  Gauss.  —  Werkc,  t.  II,  p.  171. 
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tains  chapitres  de  ce  livre.  De  plus  en  plus  à  la  .suite  des  décou- 
vertes (provoquées  par  Gauss)  faites  par  des  arilliinéticiens  du 
siècle  dernier,  la  théorie  des  nombres  supporte  la  comparaison  avec 
l'analyse  générale  en  ce  qui  concerne  l'étendue  et  la  richesse  des 
méthodes.  De  sorte  qu'elle  ne  sera  bientôt  plus  la  propriété  exclu- 
sive de  quelques  rares  esprits  privilégiés. 
L'arithmétique  des  nombres  complexes 

I    /                          1  ï  -i-  V —  3 
a  -h  0  s' —  I  a  -h  b 

3 

n'exige  pas  de  nouveaux  principes  par  rapport  à  la  théorie  élémen- 
taire des  nombres  réels.  On  peut  l'exposer  comme  une  généralisation 
de  la  première,  elle  a  été  représentée  de  bien  des  manières  (').  Pour 
ne  pas  importuner  par  des  répétitions,  nous  énoncerons  ici  comme 
entrée  en  matière  les  principaux  résultats.  Les  démonstrations  sont 
contenues  dans  la  suite. 

Un  nombre  complexe  a  -h  b  v' —  i  est  un  <(  entier  »  lorsque  a 
et  b  sont  des  entiers  rationnels.  La  somme,  la  dilîérence,  le  produit 
de  deux  entiers  complexes  est  encore  un  nombre  complexe  entier. 
De  plus,  soient  a  (i  y  trois  nombres  complexes  et  soit  (/.  =  ['.  y, 
on  dit  que  a  est  divisible  par  ^  et  par  y,  ou  encore  J3  est  contenu 
dans  a.  11  y  a  outre  ±  i  les  nombres  entiers  —  \' —  i  qui  divisent 
I  et  les  quatre  nombres  ±  i  ±  V —  i  sont  dits  les  unités  du  corps. 

Comme  on  peut  démontrer  voir  p.  27  que  l'algorithme  d'Eu- 
clide  s'applique  à  deux  nombres  quelconques  a  et  .3  on  peut  géné- 
raliser la  notion  de  nombre  premier,  et  on  a  le  théorème  :  Tout 
nombre  complexe  ne  peut  être  décomposé  d'une  manière  essentielle 
en  facteurs  premiers,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  facteurs  unités. 

Tout  nombre  complexe  premier  divise  un  nombre  premier  rén^, 

2  =  (r  +  V^— T)  (i  —  v^^^^i) 

de  plus  tout  nombre  premier  p  ^  1  (A)  se  décompose  en  deux 
nombres  premiers  distincts 


y  \^—  I  7:'  =  j:  -t-  y  V^— 


(')  G. -F.  Gavss.  —  DirichUl-Dedekindy  Vorlesungen,  cuppl.  XI,  p.  /i35. 
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par  contre  tout  nombre  entier  premier  p  ^  '6  {f\)  est  aussi  premier 
dans  le  domaine  des  nombres  complexes. 

Tout  nombre  entier  complexe  a  -+-  b  / —  i  peut  être  pris  pour 
module  d'une  congruence  linéaire,  quadratique  ou  autre,  l'étude  de 
ces  congruences  se  généralise  facilement  dans  le  nouveau  domaine. 

A  tout  nombre  a  +  6  v^ —  i  =  a  correspontl  un  système  de 
a-  +  6-  nombres  tel  que  deux  d'entre  eux  soient  incongrus  suivant 
le  module  a,  tandis  que  tout  nombre  réel  ou  complexe  est  congru 
à  l'un  des  nombres  du  système  suivant  le  module  a. 

Le  tbéorème  de  Fermât  pour  les  nombres  complexes  s'énonce  : 
Soit  71  =  X  +  y  \/ —  I  un  nombre  premier  complexe  et  a  un  entier 
qui  n'est  pas  divisible  par  n  on  a  toujours 

^-+y'-  '  =  I  (ti) 

et  on  rattache  à  ce  théorème  la  notion  de  racine  primitive  ainsi 
que  l'étude  des  congruences  quadratiques  et  de  la  loi  de  récipro- 
cité. 


CUVPITUE  II 
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5.  Définitions.  —  Le  mot  corps  de  nombre,  ou  domaine  de 
nombres  ou  domaine  est  emprunté  à  la  nomenclature  de  la  théorie 
'générale  des  nombres,  ou  plutôt  de  l'algèbre.  Il  a  été  introduit  dans 
la  science  par  Dcdekind  et  par  Kronecker.  Il  représente  un  système 
Infini  de  grandeurs,  permettant  sans  réserve  les  opérations  fonda- 
mentales :  addition,  soustraction,  multiplication,  division.  Le 
résultat  de  toutes  ces  opérations  sauf  la  division  par  o  faites  sur  des 
grandeurs  quelconques  du  système  donne  encore  une  grandeur  du 
système. 

On  dit  par  exemple,  que  l'ensemble  des  nombres  rationnels 
forme  un  corps  ou  qu'il  appartient  à  un  domaine.  Soient  ab  ...  x  des 
nombres  rationnels,  on  a  l'habitude  de  dire  que  l'équation 

ax  -\-  b  T=z  o         ou         a  -h  X  ^=  b 

est  toujours  résoluble  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels,  à 
moins  que  dans  le  premier  exemple  on  ait  a  =  o. 
Par  contre  toute  équation  quadratique 

ax-  -\-  b  =  o         ou         ax'^  -i-  bx  -h  c  =r  o 

dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  des  nombres  ra- 
tionnels n'est  pas  toujours  résoluble  dans  le  domaine  précédent. 
Ces  équations  deviennent  solubles  si  l'on  adjoint  au  corps  des 
nombres  rationnels  une  expression  de  la  forme  v'm  oîi  m  est  un 
nombre  entier  rationnel. 

On  étend  la   notion  de    nombre,    en   appelant    nombre   toute 
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expression  de  la  l'orme  u  -i-  v  ^m ,  u  c  désignant  des  nombres  ra- 
tionnels. Pour  les  distinguer  des  nombres  naturels  nous  dirons 
que  les  nombres  u  -f-  v  V^  sont  des  nombres  algébriques.  Tout 
nombre  de  cette  forme  satisfait  à  une  équation  du  second  degré 
ax'-  -\-  bx  -\-  c  ^  o  h.  coefficients  entiers,  c'est  pourquoi  les  expres- 
sions de  la  forme  ii  -+-  v  \'m  sont  dits  des  nombres  quadratiques. 

Soit  m  un  nombre  rationnel  quelconque  et  soit  \'m  la  racine 
positive  de  x-  —  ///  =  o,  adjoignons  cette  grandeur  ^m  au  domaine 
des  entiers  et  effectuons  les  quatre  opérations  élémentaires  dans  ce 
nouveau  domaine  de  toutes  les  façons  possibles.  Nous  obtiendrons 
toutes  les  fonctions  rationnelles  de  s^m.  Mais  comme 

{\'mY  =-  m         Wm)-'  =  m  \'m  etc. 

toutes  les  expressions  obtenues  seront  de  la  forme 

fl  -h  6  \'/)i 
(t^  4-  6,  \'m 

OU  plus  simplement  de  la  forme 

a  -\-  h  \/m 


oij  a  6  c  a,  6,  sont  des  nombres  entiers  rationnels  ou  o,  le  cas  ou 
a,  et  61  seuls  ou  bien  ou  c  seul  égalent  o  étant  excepté. 

Dans  le  sens  que  nous  avons  dit  plus  haut,  ces  fonctions  ration- 
nelles forment  un  domaine  de  rationnalilé  (')  ou  un  corps  de 
nombres  Q),  ou  plus  brièvement  un  corps  (Dedekind),  car  la  somme, 
la  différence,  le  produit,  le  quotient  de  deux  pareilles  fonctions  est 
encore  de  la  même  forme. 

Nous  désignerons  le  corps  particulier  que  nous  venons  de  défi- 
nir par  corps  quadratique,  il  est  parfaitement  déterminé  par  le 
nombre  y/m,  c'est  pourquoi  nous  écrirons  k(\^m.). 


(')  L.  IvRO>ECK.ER.  —  Grundciïge  einer  arithmet.  Tlieorie  cler  algebr.  GrÔssen 
1882.  W.  Bd.  Il,  p.  i48. 

(-)  DiRiCHLET.  —  Vorlesimgen,  4.  Aufl.  Suppl.  XI,  p.  '(52.  Pour  les  démons- 
trations, comparer  Hilbcrt  Zalilb,  cliap.  I,  III  et  XVI. 

SoviMtR.  —  Théorie  des  nombres,  2 
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Lorsqu'il  iiv  aura  i)as  de  confusion  h  craindre,  on  écrira   «  le 

corps  k  ») . 

Il  est  évident  que  le  corps  des  nombres  rationnels  est  un  corps 
(juadraliquc  particulier,  et  que  tout  corps  h{\'m)  contient  entière- 
ment le  corps  des  nombres  rationnels.  On  dit  qu'on  obtient  le 
corps  k  s  m  en  adjoignant  au  corps  des  nombres  rationnels  la  gran- 
deur \i'ni. 

Tout  d'abord  les  deux  [)roposilioiis  suivantes  sont  évidentes. 

1 .  Le  corps  k  ( —  v^'»)  est  idcnliquc  au  corps  (/.•  \'m). 

2.  Si  ô^  est  une  racine  de  l'équation 

a^.r'^  -\-  aaiX  -h  a-,  =  o       et       m  =  a'f  —  a^a, 

le  corps  k  {r))  est  identique  au  corps  k^^'m  et  les  deux  racines  (?i, 
o\  définissent  le  même  corps. 

Qu'est  ce  qui  correspond  à  la  notion  de  nombre  entier  rationnel, 
et  de  nombre  fractionnaire  rationnel  dans  le  corps  quadratique.  Il 
sera  bon  de  généraliser  la  notion  u  de  nombre  entier  »  de  telle 
sorte  que  la  notion  généralisée  conserve  son  sens  dans  le  cas  parti- 
culier des  nombres  rationnels,  c'est-à-dire  que  tout  nombre  entier 
du  corps  quadratique  qui  est  rationnel  soit  un  entier  rationnel.  Il 
faudra  avant  tout  exiger  pour  la  notion  de  nombre  «  entier  »  que 
les  nombres  entiers  du  corps  quadratitpie  soient  invariants  pour 
les  mêmes  opérations  que  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels  ; 
c'est-à-dire  que  des  nombres  entiers  soumis  à  ces  opérations 
donnent  encore  des  nombres  entiers. 

La  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux  entiers  est  un  entier 
et  l'on  désire  qu'il  en  soit  de  même  dans  le  corps  quadratique.  De 
plus  chaque  nombre  doit  apparaître  sous  sa  forme  la  plus  simple 
et  n'avoir  qu'une  représentation  unique,  c'est-à-dire  que  si  on  le 
prend  sous  la  forme 

a  -+-  b\'in 
c 

le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  doivent  avoir  aucun  facteur 

commun. 

La  définition  suivante  répond  aux  conditions  indiquées  : 
Définition.  —  Un  nombre  d'un  corps  quadratique  est  dit  entier 

lorsqu'il  satisfait  à  une  équation  du  second  degré  de  la  forme 
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OÙ  le  coenicient  de  x'  est  i   et  les  coeiricicnts  ai  cl  a,  sont  des 
entiers  rationnels. 

De  celte  définilion  nous  déduirons  immédialement  le  : 
Théorhne.  —  Tout  entier  d'un  corps  quadratique  qui  esl  ration- 
nel est  un  nombre  entier  rationnel. 

Démonstration  :  Soit  7.  un  entier  du  corps  satisfaisant  à 

x^  -+-  a^x  -I-  a.  =  o. 

Soit  a  un  nombre  rationnel  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

a  =  ?  ou  a  et  6  sont  des  entiers  premiers  entre  eux.    On  aurait 

b 
donc 

"    .!_  a.  ,  -f-  a,  =  o 

f  =  —  {a,a  +  aJj). 


Comme  le  nombre  du  second  membre  est  entier  ^  doit  être  en- 
tier, c'est-à-dire  6  =  i  el  a  =  a  un  nombre  entier  rationnel. 

malion.  -  Nous  désignerons  dorénavant  les  nombres  (entiers) 
quadratiques  par  les  petites  lettres  de  l'alphabet  grec  <y/  ...  c?  ...  o) 
et  leurs  valeurs  absolues  suivant  la  coutume  par  |  a  j,  etc. 

6.  Le  corps  kWm).  Les  entiers  et  les  bases  des  corps  -  Les 
recherches  seront  plus  simples  et  plus  claires  si  nous  admettons 
que  le  nombre  m  est  un  entier  rationnel  sans  factem-  carre. 

Nous  ferons  d'autant  plus  volontiers  cette  hypothèse,  que  le  cas 
général  pour  m  quelconque  se  ramène  à  ce  cas  particulier. 

Tous  les  nombres  du  corps  k  Wm)  sont  de  la  forme 

a  -+-  b\/m 


Si  m  est  positif  le  corps  ne  contient  que  les  nombres  réels,  il 
est  dit  un  corps  réel.  Si  m  est  négatif  tous  les  nombres  de  la  forme 
ii-^v  \/m,  v^o  sont  imaginaires  ou  complexes  et  k  (s' m)  est  dit 
un  corps  imaginaire. 

A  chaque  nombre 

a  -\-  b  v/m 
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correspond  le  nombre  conjugué 

,         n  —  h  \fin 

a  = 

c 

a  et  a'  sont  les  racines  d'une  même  opération  du  second  degré  à 
coerticicnis  entiers  rationnels,  a'  résulte  de  a  lorsqu'on  y  remplace 
-+-  v^/;i  par  —  \'m.  Le  nombre  conjugué  de  a  sera  toujours  repré- 
senté |)ar  a'.  Si  a  est  un  entier  des  corps,  a'  l'est  aussi  et  récipro- 
quement. 

Il  est  évident  que  n  -+-  h\/m  est  un  entier. 

D'une  façon  générale  on  peut  mettre  tout  entier  sous  la  forme 


b\/ 


m 


c 


où  a,  h,  c  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun.  ^  oyons  si  pour 

des  entiers  c  peut  prendre  d'autres  valeurs  que  c  =  i .  Le  nombre  a 

est  racine  de 

0         2a  a-  —  b-ni 

cr^  —        .T  -h    —    ..       =  o 
c  c^ 

.,     ,             .                 .  2«       n^  —  b^in  ,  .  .  , 

et  il  n  est  entier  que  si       et       -r, sont  des  entiers  rationnels. 

Supposons  que  c  admette  un  facteur  premier  p  >»  2,  alors  a  sera 
divisible  par  p.  Mais  alors  p-  doit  être  contenu  dans  fi-  — b^m  et 
comme  p  divise  a,  et  que  //}  ne  contient  aucun  facteur  carré,  il 
faut  que  6*^0,  p.  a,  h,  r  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 
On  démontre  de  la  même  manière  que  c  ne  peut  contenir  2  à  une 
puissance  supérieure  à  i,  par  suite  tous  les  entiers  sont  contenus 
dans 

o  -h  b\'m 
3 

On  voit  que  r;  =  0.  ^  ;zf  o,   ou  a  ;zf  o,  />  =  o,    le  nombre  qui 
n'est  pas  nul  doit  être  divisible  par  c  ou  que  c  doit  être  égal  à  i. 
L'examen  de  tous  les  cas  possibles  donne  le  : 
Théorbme.  —  Tout  entier  du  corps  est  de  la  forme 

a  -T-  6    - 

a 
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lorsque  m  ^  i  (\),  de  la  lorine  a  -+-  6  \/in  pour  m  ^  2  (4)  ou 
/«  ^  3  (/|)  où  a  et  b  sont  des  entiers  quelconques. 

Dénwivil ration.  1"'  CVw  :  m  ^  i  (/|).  Si  a  cl  6  sont  des  entiers 

quelconques  le  nombre  a  =  "  "^  '^^^'"  est  entier  si  '"  et  ^-/"' 

sont  enlicrs.  La  premicic  condition  est  toujours  satisfaite,  pour  que 
la  seconde  le  soit  il  faut  que  a  et  6  soient  tous  deux  pairs  ou  tous 
deux  impairs 

2a.  -+-  261  \/m 


2 


a,  -f-  h.  \'in 


(201  -\-  i)-\-(2b. -\-  i)\/ni  ,     ,     i-hv''» 

a  =-^ ^^ — ' i r=i  a.,  -f-  Oo        

2  ^  2 

ces  deux  expressions  sont  contenues  dans  la  formule 

,    ,  I  -H  \/'m 

a  -h  0 — — 

2 

et  l'on  voit  immédiatement  que  celte  formule  ne  peut  représenter 
que  des  nombres  entiers. 

2*  Cas  :   m  ^  2  (4),   m  ^  3  {[{),  y.  =  -   - — ~    est  entier  si 

a^  —  b'^ni  ^  G  (/j),  comme  le  carré  d'un  entier  ^  o,  ou  ^  i  (4), 
il  fant  que  a  et  6  soient  tous  deux  pairs.  Tous  les  entiers  du  corps 
sont  de  la  forme  a  -\-  b  \,/in . 
Posons  donc 

10=  lorsque       m  ^  i  (4) 

co  =  v//u  pour  m  ^  i  (4) 

tout  entier  des  corps  k  (viti)  pourra  cire  représenté  par  une  expres- 
sion linéaire 

a  .  I  -t-  bio 

OÙ  (i  et  b  sont  des  entiers  rationnels  quelconques. 

Nous  dirons  que  les  nombres  i  et  o)  forment  une  base  du  corps, 
Déjinition.  —  On  dit  que  deux  nombres  oii,  «Wi  d'un  corps  qua- 
dratique forment  une  base,  si  tout  nombre  du  corps  peut  être  mis 
sous  la  forme 

aïo,  -f-  6(0, 


.22  THÉOUIE    l»E3    NOMBRES 

et  cela  d'une  sotilc  manière,  a  et  6  étant  des  entiers  rationnels  bien 
(Iclermini's. 

On  peut  choisir  comme  base  une  infinité  de  couples  o),,  c),.  En 
etVel  si  o).,  o),  sont  deux  entiers  du  corps,  on  a 


ui,  =  a 

4-  f>,w 

10^  =  Oj  H-  b^ui 

et  oj/iJ.  formeront  une  base  si  l'on  a 

a,     />, 
a,     0, 

^^  H^ 

car  on  a  alors 

lt\     ^^r 

a.,w, 


l,UJi 


rt  I  =t  I 

et  on  a  pour  tout  entier  y/  la  représentation 

a*  =  a*tO£  -f-  b'o).^. 

D'autre  part  'on  obtient  tous  les  entiers  du  corps  en  donnant  à 
a  et  6  loules  les  valeurs  possibles. 
On  peut  satisfaire  à 

[)Our  une  infinité  de  système  de  valeurs  de  aibi,a.,b.^,  il  suffit  de 

choisir  a, 6,  quelconques  mais  premiers  entre  eux  et  de  déterminer 

aib.2  satisfaisant  à  l'équation  précédente. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  couples  de  nombres  de  base 
Théorème.  —  Si«,w.>  et  oj,*«2*  sont  deux  bases  difîérentes  d'un 

corps  et  si  l'on  a 

10,*  =  fl,w,  H-  ^,w^ 

on  a  aussi 

On  le  démontre  en  écrivant  w,oj^  en  fonction  de  oji*o)^*.  Nous 
allons  déduire  maintenant  les  résultats  suivants, 

Théorbme.  —  La  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux 
nombres  entiers  y.  et  jS  des  corps  est  un  nombre  entier. 
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Dcmonstralion  :  Soient  deux  nombres 
a  =  a  H-  6u) 

a  d=  8  =  a  =b  c  H-  (6  =1=  (/)  oj 

et  ce  nombre   satisfait  aux  conditions  des  entiers,  comme  a  et  |3 
eux-mêmes.  Quant  au  produit  nous  distinguerons  deux  cas 

i .     m  ^  I  (4)       a  .  3  =  ac  -+-  {ad  -h  6(^)  oj  -t-  bd^- 

4  ~       4        ^ 

donc  a  .  j'3  est  bien  de  la  forme  ii  H-  uoj,  oi*!  fi  et  v  sont  des  entiers 
rationnels,  c'est-à-dire  a  .  |3  est  un  entier 

2.      m  ^  I  (4)        a  .  p  =  cite  -h  bdin  -+-  {ad  -h  6c)  w 

par  suite  a  .  jS  est  de  la  forme  a  -+-  l'oj  il  est  entier. 

Soient  des  nombres  a,  fi,  y,  ...  et  appliquons  leur  l'addition,  la 
soustraction,  la  multiplication  dans  un  ordre  quelconque  et  aussi 
souvent  qu'il  nous  plaira  nous  aurons  des  nombres  entiers,  c'est  ce 
que  nous  exprimerons  ainsi  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  entière  de  nombres 
entiers  a,  (î,  y,  ...  du  corps  k{\^m)  avec  des  coefficients  rationnels 
entiers  est  un  nombre  entier. 

Introduisons  quelques  notions  qui  nous  seront  utiles. 

La  norme  d'un  nombre  a  :  n  (a)  =  aa'  c'est-à-dire  le  produit 
de  y.  par  son  conjugué  a'.  La  norme  d'un  nombre  entier  est  un 
nombre  entier  rationnel,  elle  est  égale  au  terme  tout  connu  de 
l'équaùon  à  laquelle  satisfait  a. 

Théorème.  —  La  norme  d'un  produit  de  deux  nombres  est  égal 
au  produit  de  leurs  normes. 

n  (a?)  =  ap  .  a'^'  =  aa'  .  ^^'  =  n  (a)  .  n  (p). 

Le  discriminant  d'un  nombre  a  est  (/  (a)  =  (a  —  a')",  ce  nombre 
est  aussi  un  entier  rationnel.  Le  discriminant  d'un  nombre  ra- 
tionnel est  toujours  égal  à  zéro. 

Le  discriminant  du  corps  k  est  l'expression 

d  ^  d  (w)  =  (w  —  w')- 


2'| 


THEORIE    OEî?    NOMBRES 


que  l'on  peut  écrire 


d  = 


I         U) 

I       o/ 


et  l'on  voit  facilement  que  si  oji  w^  sont  deux  nombres  formant  une 
autre  base 


<l  = 


Oj',        tu, 


car  on  a 


et 


u»j  r=  a,  -+-  6iio       to[  =  Oj  -f-  6,a>' 
ii)j  =:  a.  H-  62CU       oj'^  ^=  a^  -+-  6^w' 


«1     ''. 
n ,     b. 


et  d'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants 


et  par  suite 


10, 

w^ 

«J 

^ 

I 

CiJ 

to; 

10; 

— 

«8 

'^^ 

I 

U)' 

I         (O 

I      a>' 


Le  discriminant  du  corps  k  (v/m)  est 

1,  (/  =  m         pour       m  ^  i  [!i) 

2.  (/  =  /4m       pour       m  ^  I  (4). 

Le  discriminant  est  positif  pour  les  corps  réels,  négatif  pour  les 
corps  imaginaires.  Il  n'est  impair  que  si  m  ^  i  (4). 

Exemples  numéri'jues  :  m  ne  doit  contenir  aucun  facteur  carré, 
nous  pourrons  prendre 

;n  =  ±:i  ±  3±3±:5=t6±7±  lozh  11  ±  i3  ... 

Le  corps  /.•  (v^T)  est  le  corps  des  nombres  rationnels,  nous  ne 
nous  en  occuperons  pas  ici. 
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i"  Exemple  /.  {\/^  i  ). 

/u  =  —  I ,  m  ^  3  (/i),  on  pent  prendre  pour  base  i ,  w  =  y/ —  i . 
Les  entiers  sont  de  la  forme  a  4-  6  ^ —  i. 

Le  conjugué  d'un  nombre  a  -^  b  \/ —  i  est  a  —  b  \j —  i  sa  norme 
a^  4-  6^ 

Le  discriminant  d'un  nombre  a  du  corps  est  c/(a)  rrr  —  kb- ■ 
Il  y  a  un  nombre  qui  joue  un  rôle  particulier  c'est  i  =  sj —  i 

/i(£)  =  +  I,     est  donc  un  nombre  entier  et  l'on  peut  bien  dire 

que  v^ —  1  est  un  nombre  entier  qui  divise  dz  i . 

Le  discriminant  du  corps  est  —  !\ . 

On  peut  prendre  une  autre  base  du   corps  que    \,sj —  i    par 
exemple 

Wj  ^  1  +  yj —  I  (=   I    .    I  +  10))  0)^  =  2  +  \J I    (=  2  .   l  4-   I  .   (o) 

car  alors 

a,6,  —  a^6)  =  i 
ou  encore 

(0,  =   1   —  sJ —   I  Wj  =  —  2   H-  3  \l —   I 

où 

a^b.^  —  a^6i  =:=  i,     etc. 

2*  Exemple  k{\J^^. 

Soit  m  =  5,  //i  ^  I  (/i),  on  peut  prendre  pour  base  i,  oj  = — 

ou  I,  oj',  car  oj'  =  i  —  &j,  ou  2  +  3w,  i  +  I'ù,  etc. 
Les  nombres  entiers  sont  de  la  forme 

,    .  ,    ,  I  +  \/5 

a  H-  fjoj  =  a  4-  o • 

a 

Le  conjugué  de 

a  =  a  H-  />o) 

est 

L   /               /  ^  —  v/5 
rt  -4-  ow   =  a  4-  fj  

•2 
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et  l'on  a 

le  discriminant 


n  (i)  ^-  a^  -\-  ai  —  b- 
d{z)  =  bb' 


Dans  l'exemple  précédent  v  -  i  jouerait  un  rôle  particulier,  ici 
c'est  cd.  On  a  ell'el  /»('»>)  ~-  —  ï  cl  P*'^r  suite  o)  et  o)'  divisent  zh  i . 
11  en  est  de  même  de  o)*',)'  ...  o)"  '  ',)~-  o)"'  ...  qui  dilTêrenl  les 
uns  des  autres  et  de  'o. 

Le  discriminant  du  cor|)S  est  .'). 

Nous  réunissons  dans  un  tableau  les  résultats  relatifs  à  d'autres 
nombres  d'ailleurs  une  table  [tins  importante  se  trouve  à  la  (in 
(le  louvra-'e. 


Corps 

Caractères 
de  m 

Base 

Noml<res  entiers 

n(a) 

d(a^ 

à 

A(v/5) 

5  =  1,(4) 

i-hv/5 
I,     _  _ 

a-i-b         * 
2 

a-2  4-06  —  62 

5  62 

i" 

k[^i) 

3=3,(4) 

1,^/3 

a+6^3 

a^  —  36* 

12  6- 

13 

/c(v/.) 

2=3,(4) 

I,  v^â 

0+6  v^â 

a"-  —  26» 

8  6^ 

8 

kW-r) 

-1=3,(4) 

I,  v'— I 

a+b^—i 

a»  4.  6« 

_  4  6- 

-4 

k^—,) 

-2  =  2.(4) 

I,  v^  — 2 

04-6  v'— 3 

«2  -f-   26« 

-8  62 

-  8 

/^{v/-3) 

—  3  =  i,f'i) 

,   H-V/-3 

a+6'^^'-^ 

a2  _^  «6  4-  62 

—  ^^  6- 

—  3 

~ 

On  voit  d'après  ce  tableau  que  le  discriminant  du  corps  est 
toujours  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  entiers  du 
corps.  Les  discriminants  des  nondjres  rationnels  et  ceux-là  seule- 
ment sont  nuls. 

La  norme  d'un  nombre  entier  dans  un  corps  réel  peut  être  posi- 
tive ou  négative,  dans  un  corps  imaginaire  elle  est  toujours  posi- 
tive. Dans  tous  les  cas  la  norme  d'un  nombre  différent  de  zéro  est 
toujours  en  valeur  absolue  ^  i . 

7.  Divisibilité  des  nombres  entiers.  —  On  dil  qu'un  nom- 
bre entier  a  du  corps /.•  (\ /a)  est  divisible  par  un  autre  nombre 
entier  j3  de  corps,  lorsqu'on  peut  trouver  un  autre  nombre  y  ;  tel 
que 

^  =  ?ï. 


LE    CORPS    Ql  ADRA.TIQUE  27 

Soit  ~  un  nombre  qui  ne  divise  pas  dr  i  et  qui  n'est  divisible 
que  par  lui-même  ou  par  des  diviseurs  de  ±  i,  r  présente  les 
mêmes  caraclères  qu'un  nombre  premier  rationnel,  nous  dirons 
provisoirement  que  n  est  un  nombre  indécomposable. 

Supposons  qu'on  ait  décomposé  un  nombre  en  un  produit  de 
facteurs  indécomposables,  une  question  se  pose  :  cette  décomposi- 
tion n'est-elle  possible  que  d'une  seule  manière,  ou  peut-on  avoir 

a  =  AA:,   ...  A„  =  1^1  ~j  ...  ~n 

OÙ  les  A:  sont  tels  qu'aucun  d'eux  ne  soit  divisible  par  un  des  tî  et 
ne  s'en  distingue  pas  uniquement  par  des  facteurs  de  l'unité. 

On  essaiera  de  transporter  l'algorithme  d'Euclide  dans  le  do- 
maine des  nombres  quadratiques.  Si  cet  essai  réussit  on  en  con- 
cluera  que  la  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 
Si  au  contraire  cet  essai  nous  montre  que  l'algorithme  n'est  plus 
possible  la  décomposition  unique  restera  douteuse. 

Pour  mieux  nous  faire  comprendre,  prenons  d'abord  un  exemple 
et  choisissons  le  tel  que  le  procédé  d'Euclide  s'applique.  Soit  le  corps 

Soient 

a  =  a,  +  0-2  v^ —  I ,        p  =  61  +  6.,  v^ —  T 

deux  nombres  entiers  et  soit  /i  (a)  ^ /?  (j'^)  et  tels  que  a  ne  con- 
tienne pas  exactement  fj.  La  division  ^  donne 

a  a3'    r  +  Sy/^^i 

mais  ce  reste  est  indéterminé  en  ce  sens  que  r  et  s  peuvent  être 
compris  entre  o  et  ii{^j)  ou  entre  o  et  —  n(jS)  ou  enfin  entre 

-%(3)       et        +^n(3). 

Nous  admettrons  que  l'on  prend  comme  reste  c  le  reste  qui  a  la 
plus  petite  valeur  absolue  n  avec  la  condition 
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on  pourra  écrire  alors 

a  =  Py  -»-  &o 
ou 

Po  —  jj/- 

esl  un  noinhn^  entier  tel  que 

Si  /<  (6p)  >•  1  on  divisera  ^'î  par  o,,,  soil 
f*  =  ïi?o  -<-  P. 


avec  la  condition 


"(pi)^2  »(P« 


on  continuera  jusqu'à  ce  que  /î{p„_,)  étant  >•  i  on  ail  n{p„)  —  o 
ou  n  (  o„)  =  1 .  Les  normes  allant  on  {liniiinianl  on  atteindra  toujours 
l'un  de  ces  résultats.  Dans  le  cas  o„  =^  o,  a  et  ^^  admettent  pour 
diviseur  commun  o„_,  dans  le  second  cas  n  (o„)  =  i  6„  divise 
l'unité,  a  ct^v  n'ont  d'autres  diviseurs  commun  que  i  ou  des  nom- 
bres qui  divisent  i,  nous  dirons  qu'ils  sont  premiers  entre  eux. 

Il  résulte  de  ces  considérations  que  l'algorithme  d'Euclide  s'ap- 
plique, car  on  arrive  à  o„  au  bout  d'un  nombre  limité  d'opérations. 
On  peut  encore  al'lirmer  que  dans  le  corps  A(v^  —  i)  la  décompo- 
sition en  facteurs  n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  Prenons 
le  cas  général  de  A'(\  /»)  pour  m  ^  i  (^)  et  posons 

3t a  .  fl'  r  -h    s\/m 

ou 

a  =  Y.3  ^-  ?o  ; 
appelons  «  reste  minimum  en  valeur  absolue  » 
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nous  aurons 


I        m 

4  +  4 


!"(?.)  Iâl"(« 

on  ne  peut  conclure  de  là 

l"(?o)l<«(?) 

que  si  3  >•/»>>  —  3.  Dans  tous  les  autres  cas  il  peut  arriver  que 
;  n{o^  I  >  /2(|3),  etc.,  et  alors  il  n'est  pas  évident  que  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  comporte  un  nombre  limité 
d'opérations.  Et  c'est  là  le  cas  général  pour  les  nombres  d'un  corps 
k  (v  m).  C'est  donc  que  pour  ces  corps  on  ne  peut  plus  fonder  la  dé- 
composition unique  sur  la  méthode  d'Euclide  et  nous  ne  pouvons 
plus  rien  affirmer. 

On  trouverait  un  résultat  analogue  pour  m  ^  i  (4). 

Nous  allons  d'ailleurs  montrer  par  des  exemples  particuliers 
qu'il  est  possible  de  décomposer  les  nombres  de  certains  corps  de 
plusieurs  manières  en  un  produit  de  facteurs. 

1"  Exemple.  —  Soit  le  corps  k{\l —  5). 

Les  nombres  entiers  de  ce  corps  sont  de  la  forme  a  -\-  h  sj —  5 
Les  seuls  nombres  des  corps  qui  divisent  i  ou  dont  la  norme  est  i 
sont  ±  I  car  si 

x={a-\-h  /=^)  (a,  -I-  h,  v/^"5) 

en  passant  aux  normes 

I  =  (flS  _(_  5  62)  {a\  -\-  5  6?) 

et  comme 

a"  H-  5fc2,  ol\  -f-  5  6? 

sont  des  nombres  entiers,  on  a 

I  =  a-  H-  5  ft-  =  af  -h  5  h\ 
c'est-à-dire 


a  ^  a,  ==  ±  1 ,       6  =  6j  =  o. 
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Soit  le  nombre  21 
a ,  =  3.7  ^  (4  -H  v/—  '^)  (^  —  ^-'^)  =  (i  -+-  3  v/^^5)  (1  —  a  v/—  5) 
où  les  nombres  entiers 

3,  7,  li  H-  \/—b,     4  —  v^—  5,      I  -I-  2  v/—  o,      I  —  a  v/^^ 

sont  des  nombres  indécomposables,  essentiellement  différents  car 
si  on  avait 

il  en  résulterait 

3  =  aa,  —  5  66, 
O  =  ab^  H-  a, 6, 

on  pouri'ait  poser 

a,  =zP.a.        6,=— P.  6 
et  par  suite 

3  =  IV  +  3P6^ 

oili  Pa^  P6-  sont  des  entiers  non  négatifs,  pour  6  ;zf  o,   0P6'  >  3  la 
dernière  égalité  est  impossible.  On  a  donc 

3  =  Pa^         o  =^  Vl/- 
ou 

6=0       a   =3       i"  =  1 
bi  =  o       a^  =  i 
ou 

^   6     =:  o  fl     =    I 

/  6^  =  o      Oj  =  3 

c'est-à-dire  qu'il  \ient  3  =  3.i  :=  i.3,  3  ne  peut  être  décomposé. 
Supposons  que  4  H-  v' —  5  soit  décomposable  et  soit  de  la  forme 

4  H-  \/—'^  =  (a  +  6  \^^)  (rt,  -t-  6,  v^^^ô) 
en  formant  les  normes  on  aurait 

2 1  =  (a-  -1-  ô  6-)  {aj  -+-  5  6^ 
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les  nombres  de  cette  égalité  étant  tous  rationnels,  il  reste  ^es  cas 

suivants  : 

(i)  ai=a2-i-56-,  i  z=  a] -h  bb] 

avec  les  solutions 

[a)  a  =  li,       6=1,       f(,  =±i,       6,  =  o 

qui  ne  satisfait  pas  à  l'équation  primitive,  et  les  solutions 

(6)  a  =  i,       6=2,       aj  =  ±i,       6,  =  o 

(a)  3  =  a2+5fe2,       7  =  af  +  56f 

qui  est  impossible,  ainsi  que 

(3)  flj^  +  56j  =  3,       «2  4- 56-^  =  7. 

On  verrait  de  même  que  7 

I  -t-  2  s/Ô,        I  —  2  v'5 

sont  indécomposables. 

Il  reste  à  démontrer  que  ces  décompositions  sont  essentiellement 
différentes,  c'est-à-dire  qu'ils  ne  diffèrent  pas  des  facteurs  diviseurs 
de  l'unité. 

Supposons  que  l'on  ait  par  exemple 

li  +  v''—  ô  ^  ( I  +  2  v^ —  5''  {x  -h  y  /—  5) 

on  aurait 

4  =  a;  —  10  y 

I  =  2  x  +  j 


c'est-à-dire 

'^  ~  3  '     ^''  "~  ~~  3 


2  I 

X  —  2  ,      y  — 


donc  4  H-  v'^^5  n'est  pas  divisible  par  i  -t-  2  /^^5  de  même  pour 
les  autres.  Dans  le  même  corps  on  a  des  décompositions  plus 
simples 

6  =  2.3  =  (i  +  v'—  5)  (i  —  \'—  5) 
9  =  3.3  =  (2  +  v/^^j  (2  —  /^=^). 

Cet  exemple  montre  qu'il  y  a  des  nombres  que  l'on  peut  décom- 
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poser  de  plusieurs  manières  en  un  produit  de  facteurs.  La  notion 
de  <i  nombre  indécomposable  »  n'est  pas  du  tout  identique  à  la 
notion  des  nombres  premiers  rationnels. 

•a'  Kxi.Mi'i.E.  —  Considérons  le  corps  réel  A(\'io). 

Les  nombres  qui  nous  intéressent  tout  d'abord  sont  les  diviseurs 
de  ±  1 .  Soit  £  un  pareil  nombre 

±  I  =  î.Hj       on  a       i>  =  n  [i)  n  (e,) 
comme  la  norme  d'un  nombre  entier  est  un  entier  rationnol,  on  a 

n(E)  =  ±:..       n{^,)  =  ±i. 

11  est  donc  indifférent  de  dire  qu'un  nombre  divise  l'unité  ou  que 
sa  norme  =  ±i  i . 

Si  c  =  a  -\-  i  v'io  nous  avons  à  déterminer  a  cl  h  de  telle  sorte 
que 

±  i  =  a'^  —  10  6- 

on  voit  immédiatement  que  —  i  =  a-  —  lob-  admet  la  solution 

fi  =  ±:'à.       b  =  ±  i 

et  Ion  a 

—  I  =  (3  4-  /lo)  (3  —  v^o) 

—  I  =  (—  3  -h  s/fo)  (—  3  —  /lo). 

On  peut  déduire  de  ces  égalités  bien  d'autres  solutions 
Elevons  au  carré 

I   :r=  (if)  H-   6  v'IO)  (iÇ)  —  6  \Uo) 

qui  donne  pour 

I  =  a-  —  lob^ 
la  solution 

0=19,       6  =  6. 

D'une  façon  analogue  toute  puissance  entière 

donne  une  solution  de 

( —  1)'  =  a-  —  lob- 
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les  nombres 

3  -+-  ^/lo,     —  3  -f-  \'io,      19-1-6  v''io,  etc. 

sont  des  diviseurs  non  sculemcnl  de  l'unité  mais  do  tout  entier  du 
corps. 

Nous  ne  considérerons  pas  les  décompositions 

6^2.3 
et 

6  =  —  2.3  (3 -T- v/m)  (3  —  v^r5) 

comme  différentes. 

Avec  cette  restriction  2  et  3  sont  indécomposables,  la  décom- 
position 

—  4  =:  (G  -I-  2  v/io)  (G  —  2  v/io) 

n'est  pas  essentiellement  différente  de  ^  =^  2  x  2,  par  contre  nous 
compterons 

2  .  3  ==  (4  4-  \/r^)  (4  —  \/io)  =  6 

comme  deux  décompositions  différentes  de  61  tandis  que  les  décom- 
positions 

G  =  (4  +  ^/Io)(4  — v/r5) 

6  =  (16  +  5  v/io)  (iG  —  5  v/io) 

sont  égales  entre  elles,  car  les  nombres 

4  -h  v^io,       iG  —  5  v/io 

dune  part,  et  les  nombres 

4  —  \/io       et       16  -h  5  v/io 

d'autre  part  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  diviseur  de  l'unité.  On 
a  par  exemple 

(4  +  v^io)  (19  —  G  v'^io)  =  16  —  5  v/io. 

Ce  dernier  cas  nous  montre  que  deux  décompositions  en  appa- 
rence très  différentes  peuvent  en  réalité  être  identiques  grâce  aux 
diviseurs  de  l'unité.  Il  nous  reste  cependant  ce  fait  que  le  nombre 

Sommer.  —  Théorie  des  noniliies.  3 
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6  dans  le  corps  k  {\Uo)  peut  être  décomposé  de  plubleurs  manières. 
On  peut  le  montrer  également  pour  une  infinité  d'autres  nombres. 
Il  ne  [)eul  plus  être  question  de  démontrer  le  théorème  Ibnda- 
mental  de  In  théorie  des  nombres  rationnels  —  et  les  lois  de  la 
théorie  des  nombres  rationnels  ne  peuvent  se  généraliser  —  Gauss  et 
Kummir,  i8'i'i,  avaient  vu  cette  diflicullé,  Ku.-nmer  inventa  un 
artifice  i)0ur  v  remédier.  IVuji  rûlablir  le  théorème  de  la  décom- 
position unique  il  imagina  le  concept  des  iwmhres  idéniix  (').  C'est 
une  des  plus  belles  découvertes  de  la  théorie  des  nombres.  Il  serait 
tentant  de  donner  ici  la  représentati(jn  des  nombres  id('aii\  d'après 
Kummcr.  nous  passerons  cependant  do  suile  à  la  notion  é'i'lcal  tel 
que  l'a  donnée  M.  Dedekind  (^).  Il  la  lire  du  concept  des  nombres 
idéaux,  et  a  donné  à  l'idée  premièri  une  coexistence  plus  sensible. 

8.  Systèmes  particuliers  de  nombres  idéaux.  —  On  peut 
expliquer  le  concept  des  idéaux  par  un  cas  tout  particulier.  Au  lieu 
de  considérer  le  domaine  des  nombres  entiers  rationnels  tout  en- 
tier, n'en  considérons  qu'une  partie,  par  exemple  l'ensemble!/')  des 
nombres  de  la  l'orme  '\n  -t-  i,  on  peut  former  le  produit  de  deux 
quelconques  de  ces  nombres  et  on  peut  définir  la  division  comme 
d'ordinaire,  tandis  qu'il  faut  abandonner  l'addition  el  la  soustrac- 
tion. 

Soit  la  suite 

I,     5,     9,     i3.     17,     21,     20.     ...     73,     77,     ...     i^i 

le  produit  de  deux  nombres  quelconques  de  la  suite  fait  encore  par- 
tie de  la  suite 

{IxTi  -v-  i)  {l\n^  -r-  1 1  =  /jm  -f-  T 
(Exemple     5.9  =  ^5     ,     9.13=117...) 


(')  Journal  de  Crelles,  t.  XXXV,  p.  Sig  et  ibid.  p.  317.  Les  développements  de 
Kummer  sont  relatifs  au  Kreiskûrper  (Bei  der  K.  Akad.  Berlin,  mars  i845). 
\  oir  B.vcnM.\NN.  —  Théorie  des  nombres,  t.  ^  ,  p.  r.'i'i;  il  parle  des  nombres 
idéaux  du  corps  quadratique. 

(*)  VoRLESLNGEs  Suppl.  XI,  p-  55o  ^Modul.  s.  .igS). 

(■')  M.  Fueler  dans  le  Journal  de  Crelle,  l.  i3o.  p.  30S  donne  à  un  pareil 
svslème  le  nom  de  faisceau  de  nombres. 
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et  dans  un  produit  on  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs. 
Les  nombres 

5,     9,     i3,     17,     21,     29     ... 

sont  indécomposables  dans  le  domaine  des  nombres  considérés,  car 
21  par  exemple  ne  peut  être  considéré  comme  le  produit  de  deux 
autres  nombres  de  la  suite.  Par  contre 

1085"=  i4i  •  77  =  21  .  017 

peut  être  décomposé  de  deux  manières,  et  ces  deux  manières  sont 
essentiellement  distinctes,  car  21,  77,  i/Ji,  617  sont  indécompo- 
sables. 


De  même 


693  =  21  .  23  =  9  .  77 


et  ainsi  de  suite. 

Mais  nous  savons  d'avance  comment  il  faudra  nous  y  prendre 
pour  rendre  cette  décomposition  unique.  Si  à  tous  ces  nombres  on 
ajoute  tous  les  nombres  rationnels,  on  a  par  exemple 

10807  =  ^  •  7  •  II     47 

et  cette  décomposition  est  unique  dans  le  domaine  ainsi  étendu. 
L'idée  de  Kummer  appliquée  au  cas  particulier  consiste  à  adjoindre 
aux  nombres  du  corps  ces  facteurs  élémentaires  3,  7,  11,  ^7 
comme  nombres  idéaux.  Le  nombre  3  peut  être  considéré  comme 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  21  et  de  i/ji,  7  comme  celui  de 
77  et  21.  II  celui  de  77  et  de  017  ;  /17  de  i/ii  et  de  617. 

Si  donc  nous  désignons  par  le  symbole  Idéal  j  =  (a,  b),  préci- 
sément le  plus  grand  diviseur  des  deux  entiers  a  et  h,  le  facteur  3 
de  l'exemple  précédent  devient  identique  au  symbole  (21,  i4i),  de 
plus  7  est  identique  à  (21,77)  ^^  ^^  même  11,  ^7  sont  identiques, 
l'un  à  (77,  Ô17),  l'autre  à  (i^i,  Ô17).  Si  nous  y  ajoutons  le  sym- 
bole /'  =  (a),  nous  écrirons 

^i/n'^=(2i,i/,i)(iAi,5i7)       ;       (77)  =  (21,77)  (77'5»7) 
et 

(10857)=   {'2l,ll\l)   (141,517)    (77,21)    (77,517) 
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Comme  tranlrc  piu  l 

(a,  T)=  (21,140  (:i'.77) 


et  que 


'17  =  (•'>>7.77)''*^.'^') 


on  voit  que  1 1 1  .  77  cl  21  .517  donnciil  les  luènies  décomposi- 
lions.  On  procède  d'une  laron  atinloj.Mic  [)oui-  les  autres  oxempels. 

((](j3)  =  (21,9)  (21.77;  ^^^-'J)  (^^3,77) 
('i4i)  =  (2i,o)  (2i,/i())(2i,9)  (21,^9)- 

De  la  délinilion  du  symbole  a,  h,  on  lire  la  conclusion  suivante  : 
le  symbole  (^i,  h)  conserve  la  même  signification,  si  on  lui  adjoint 
un  nombre  quelconque  de  la  forme  ac  -H  bd,  où  c  el  (/  sont  deux 
nombres  quelconques  du  svstème  donné  de  nombres,  c'esl-à-dire 
que  (a,  6),  (a,  h,  ac,  bd  ...)  représentent  le  même  idéal. 

On  [)eul  donc  tout  aussi  bien  définir  un  idéal  comme  un  système 
simullanc  d'un  nombre  (juelconrjue dénombres,  c'esl-à-dire  comme 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  de  ce  système,  et 
il  suffit  de  développer  un  critère  concernant  l'égalité  de  deux 
idéaux.  Dans  l'exemple  numérique  on  reconnait  immédiatement 
que 

Deux  idéaux  sont  égaux,  lorsque  loul  nombre  du  premier  se 
retrouve  dans  le  second,  ou  lorsqu'il  peut  être  obtenu  par  une 
combinaison  linéaire  des  nombres  du  second  à  l'aide  de  nombres 
appropriés  appartenant  au  domaine  considéré. 

Examinons  maintenant  le  cas  général. 

9.  Les  idéaux  du  corps  quadratique.  —  On  adjoint  aux 
nombres  entiers  du  corps  une  infinité  d'idéaux  ainsi  définis. 

Définition.  —  On  appelle  idéal  du  corps  A;(v/;?j)  el  on  désigne 
par 

7  =  (^.  p.  T.  ...) 

un  système  de  nombres  tels  que  toute  combinaison  linéaire 

7.1  H-  Pjji  -f-  vy  -f-   ... 

des   nombres  a,  f',  y  ...    faite    au   moyen    de   nombres    entiers 
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À.  'J..  V  ...    pris    dans  le  corps,  appartienne    encore   au   système. 
On  le  désigne  par 

En  particulier  un  idéal  est  dit  un  idéal  principal,  lorsque  ses 
nombres  sont  des  multiples  d'un  nombre  entier  du  corps  apparte- 
nant à  l'idéal,  c'est-à-dire  s'il  est  de  la  forme 

j  =  (2,  =(>'.  3t;A,  ...) 

on  écrit  alors  simplement  /  rT=  (a). 

Il  nous  faudra  bientôt  discerner  exactement  les  idéaux,  les 
idéaux  principaux  et  les  nombres,  mais  il  nous  arrivera  souvent 
d'employer  l'expression  nombre  au  lieu  de  l'expression  idéal  prin- 
cipal sans  qu'il  y  ait  pour  cela  anibiguité. 

Des  idéaux  qui  ne  sont  pas  des  idéaux  principaux  nous  dirons 
qu'ils  sont  des  idéaux  non  principaïuc. 

Lorsqu'un  idéal  contient  i  ou  un  nombre  contenu  dans  i,  nous 
dirons  qu'il  est  un  idéal  unité  et  nous  le  désignerons  par  le  sym- 
boley  =  (i). 

En  ce  qui  concerne  les  notations  nous  conviendrons,  d'employer 
toujours  les  lettres  allemandes  rt,  0,  c,  b  ...  n  ...  pour  désigner  des 
idéaux.  Avant  d'employer  les  idéaux  nous  poserons  la  définition. 
Un  idéal  est  donné  lorsqu'on  connaît  soit  un.  soit  deux,  soit  trois 
nombres  déterminés  du  corps,  et  on  écrit  l'idéal  (a)  ou  (a,  ^)  ou 
(a,  3,7)  en  négligeant  de  mettre  des  points  dans  les  parenthèses. 

Définition.  —  Deux  idéaux  (a,  P,  y,  •••)  ^t  (^1,  Pi>  Yi-  •••)  ^^ 
corps  k  (v'm)  sont  égaux 

(a,  3,  v)  =  (^i-  ?n  Y.  ■■■) 

si  tout  nombre  a  du  premier  idéal  appartient  au  second  (ou  s'il  peut 
être  exprimé  par  une  combinaison  linéaire  a,X  H-  j3ia  ...)  et  récipro- 
quement si  chaque  nombre  ai ^,  ...  du  second  appartient  au  pre- 
mier. 

Quant  à  la  multiplication  des  idéaux  nous  poserons  : 

Définition.  —  Soient 

a  =  (a,  ?,  Y...)        et        b  =  (a,,  ^,  Y  •••) 
deux  idéaux  du  corps /.-(v//»),  on  entend  par  produit  de  ces  deux 
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idéaux,  l'idéal  formé  de  tous  les  nombres  obtenus  en  niullijjlianl 
tous  les  nombres  de  a  par  tous  les  nombics  de  b  et  si  l'on  ajoute 
encore  à  ce  système  toutes  les  combinaisons  linéaires  de  ces  pro- 
duits avec  des  entiers  du  corps. 

nb  =  («a,,  aï,,  cty,  ••■  '^i'?,  fi^i  •••  r/i  •••) 

De  cette  définition,  résulte  immédiatement 

a6  =  btt 

et  par  suite  on  a  pour  la  division  : 

L  n  idéal  ù  c^t  dit  tli\isible  par  un  idéal  b,  lorsqu'on  peut  trouver 
un  idéal  c  tel  (pic 

a  =  bc 

et  c  est  dit  le  rpioticnt  de  n  par  b. 

Les  concepts  de  la  multiplication  eL  de  la  division  des  nombres 
entiers  peuvent  s'étendre  aux  idéaux,  les  concepts  d'addition  el  de 
soustraction  ne  peuvent  être  gi'iiéralisés. 

Théorème.  —  Dans  tout  idéal  d'un  corps  /.(v  //')  on  peut  trouver 
d'une  infinité  de  manières  deux  nombres  entiers  du  corps  '-,*  :.*  tels 
que  tout  nombre  de  l'idéal  puisse  être  mis  sous  la  forme 

où  /,/i  sont  des  entiers  rationnels. 

Dcmonsiralion  :  Nous  écrirons  l'idéal  j  en  exprimant  tous  ses 
nombres  au  moyen  de  la  base  du  corps  i,o). 

i  =  (fi  -T-  bio,        a,  -f-  bitii,       0-2  H-  6jCo  -h  ...  A  ...) 

et  nous  démontrerons  tout  d'abord  :  que  si  a  -h  èw,  a,  -t-  t,co  sont 
deux  nombres  de  l'idéal,  il  y  a  aussi  dans  cet  idéal  un  nombre 
a'  -t-  b'o)  tel  que  b'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  b  et  de 
6,.  En  elFel  la  définition  d'un  idéal  nous  montre  que  tout  nombre 

x{a  H-  6(o)  H-  v(«,  +  b\o) 

appartient  à  l'idéal  si  x  el  j  représentent  des  nombres  entiers.  Mais 
on  peut  déterminer  x  et  y  de  façon  à  satisfaire  à 

xb  -i-  y6,  =  b'. 
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En    ré[jétaiU  ce    raisonnement   pour  a'  -\-  6  w  et  a^  -h  b./si  et 
ainsi  de  suite,  on  voit  quil  existe  dans  l'idéal  un  nombre 


tel  que  -.^  soit  le  plus  giantl  commun  diviseur  de  h,  61,  6,  . . .  et  oii  J 
est  un  entier  satisfaisant  à  certaines  conditions  bien  déterminées. 

Les  nombres  •    .'  ...  sont  tous  des  nombres  rationnels  entiers  d'où 

il  résulte  que  les  entiers  rationnels 

a  -f-  tw .   (J  H-  î^o)  =  —  -.-  J,    etc. 

'2  '2 

appartiennent  aussi  à  l'idéal.  Un  idéal  contient  donc  autant  d'en- 
tiers rationnels  que  l'on  veut,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  a  priori, 
car  outre  le  nombre  a  l'idéal  contient  n  (a)  =  aa'.  Soit  mainte- 
nant /  le  plus  grand  commun  diviseur  des  entiers  contenus  dans 
l'idéal,  /  appartient  à  l'idéal,  on  le  montre  comme  on  l'a  fait  pré- 
cédemment pour  les  nombres  6,  6^  et  6',  cboisissons  alors  l'entier 
rationnel  v  tel  que 

o  <  i'i  =  J  —  l't  <;  i- 

J  +  /^w  —  VI  =  ii  H-  i./,:)  est  un  nombre  de  l'idéal  et  alors 

'1  =  (.       '-2  =  ',  +  «> 

seront  deux  nombres  satisfaisant  à. la  question. 

Car  soit  a  -H  6w  ==  a  un  nombre  quelconque  de  l'idéal  L  =  y 
est  entier,  l'idéal  contient  aussi 

a  —  /./.J  =  rt  —  Ltj 

qui  est  entier  et  rationnel  et  par  suite  =  /,(  où  /j  est  un  entier  ra- 
tionnel, on  a  en  somme 

a^  /,j  +  l2h=  ^'1  +  ^2-2 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  donc  représenter  l'idéal  sous  la  forme 
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et  nous  appellerons  doicnavanl  celle  repiésenlalion    In  rcprôsen- 
lalion.  canonique. 

De  ce  qui  précède  nous  conclurons  quelques  rapports  entre  les 
nombres  /,  i\  /...  Quels  que  soient  les  nombres  entiers  rationnels  x 
et  j 

.r/oj  -H  y(i^  -f-  /^lo)  =z  yi,  -+-  (xi  -j-  yi,,)ui 
appartient  i'i  l'idéal  hi  x  et  y  sont  entiers  et  par  suite 

xi  -f-  yi.2  ^  o  (tj 
/  est  un  multiple  de  /..  comme  de  plus 

'"'(il    ■+"    'jW)   =  i./<Hii'    -h    (,  Oj' 

appartient  à  l'idéal  /,  est  un  multiple  de  i,. 

La  norme  de  tout  nombre  quadiatique  y.  appartenant  à  l'idéal 
est  donc  divisible  par  /. 

Les  nombres  /,  ^=  i,  /^  =  /,  -\-  ïm  ou  d'une  façon  générale  deux 
nombres  i,  -.^  de  l'idéal,  qui  satisfont  au\  conditions  de  l'énoncé, 
Ibrmenl  ce  que  l'on  appelle  une  base  de  l'idéal,  analogue  à  la  base 
du  corps. 

D'une  base  •.^•..^  on  peul  d'une  infinité  de  manières,  déduire  une 
autre  base  i*i* 

',*  =  fl,'-i  +  0,1, 
j".*  =  b^•.^  -+-  b,i, 

où  a^a,,  iyb,  sont  des  nombres  entiers,  cboisis  de  telle  sorte  que 
a^h.,  —  0,h^  =  ±   \. 

Nous  avons  déjà  montré  pour  la  base  d  un  corps  que  ce  clioix 
peut  être  fait  d'une  infinité  de  manières  et  qu'on  obtient  une  nou- 
velle base.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Pour  deux  couples  de  nombres  de  base  d'un  idéal  on  peut  faire 
valoir  le  théorème  (p.  22)  démontré  pour  les  bases  d'un  corps. 

Exemple.  —  Pour  éclairer  ce  qui  précède,  nous  allons  traiter 
des  exemples. 
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I"  Exemple  k{\^~—  5). 
Dans  ce  corps  on  a  <^  < 

ar  =  3.7  =  (4  -h (^(4  —  v^  — 5)  =(i  4-  2  ^/  — 5)  (f  —  2^/  — 5) 
ibrmons   les  idéaux  comme  dans  l'exemple  des  systèmes  f\in  -h  i 

(3,4  +  v/^)x^   (3.4  -  y/ -^ 
(3,1  +  3^/  —  5)     '  (3, 1  —  3v/  —  5) 

(7.4 +  v/^)  -(7,4 -v/""^) 

•  (7,1  -h  ay/  —  5)       (7,1  —  av'^^ô)  

(4  H-  v/"^— 5,  I  +  2\/^^b)  (4  +  v/  — ^5.  I  —  W  —  5) 

(4  —  v/  -^,  I  +  2\/"^^^  (4  —  v/'^^5,  I  —  2v/  —  5) 

Nous  avons  des  idéaux  par  lesquels  nous  pourrons  rendre  unique 
la  décomposition  8X7. 

Les  idéaux  que  nous  venons  d'énumérer  ne  sont  pas  tous  dif- 
férents l'un  de  l'autre,  on  se  persuade  facilement  que 

(3,4  +  \/^^)  =  (3,1  -  2  v/  -  s) 

car 

3.3  —  2(4  -f-v/^^)  =  i  — 2v/^=^5 

(3,4  -+-  \/^^5J=(3,4  -H  v'"^'5,  I  —  2  ^/^-S) 

de  même 

(3,4  —  s/ -  5)  =  (3,1  4-  2  \/^^5)  =  (4  —  \''  —  5,  14-2  y/ ^^) 
(7,4  -  y/- 5)  =  (7,1  -+-  2  v/^=^)  =  (4  -  v;^5,  I  +  2  /^) 
(7,4  -\  v/^=^5)  =  (7,1  -  2  v'  -  5)  =  (4  -  v/  -'5,  1  -  2  \/^^)- 

En  nous  laissant  guider  par  l'analogie  avec  notre  système  spé- 
cial nous  écrirons 

(21)  =  (3,4  4-  v/^=^)  (3,4  —  v'^=^5)(7.4  4-  y' -5)  (7.4-  v^^Tô) 
cl  cette  affirmation  est  exacte,  car 

(3)  =  (3.4  -f-  v/  -^)  (3,4  —  >/  —  5; 
=  (9,12  4-  3  \/5.  !•>  —  3  v^  —  5,  2  1,3) 


42  TUl'.OniE    DES    NOM  BUES 

car  comme 

2  1   —   2.CJ  =  3 

3  appartient  aussi  au  produit  d'idéaux  et  tous  les  nombres  de  cet 
idéal  sont  des  multiples  de  3^  on  voit  de  même  que 

(7.4  4- ^/ -  5)  (7.4  -  ^/ -  5) 
==(49,a8  H-  7  /  —'5,  aH  _  7  v^  —  5.  at)  =  (7). 

Les  idéaux 

(3,4  +  /'=^)  (3.4  -  v/'=^^) 

mis  sous  la  forme  canonique,  donnent 

(3,i-(-v/-5)(3.i-v/-'5) 

comme  on  le  voit  aisément.  L'idéal 

(4  +  \^^^o.  1—2^—5) 

n'est  pas  sous  forme  canonique,  cherchons  cette  forme 

(4  H-  si  —  5.  I  +  2  \'5)=  (4  -H  V' ~— 5,  I  -h  a  V  —  ô,  21,7...) 

Le  plus  commun  diviseur  les  coeflicicnts  de  v'  —  5  est  1,  nous 
pouvons  poser 

'2  =  4+  v^  —  5 

le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  rationnels  est  /j  =  7 
nous  avons  donc  la  représentation  canonique 

(4  -^  v'  —  5,  I  H-  2  v/  —  5)  =  (7,4  +  v^^^) 
Si  nous  faisons  le  protluit  de 

(3,4  H-  v/  ~  5)  (7.4  -H  v''5) 
(3,4  -  v/ -5)  (7,4  -|-s5) 

on  obtient  deux  idéaux 

(ar.28  H-  7  v/  —  0,  12  —  3  v''  —  5) 
(21,28  —  7  V  —  5.  12    -1-3  v'  —  5) 
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Cl  on  reconnaît  que  les  représentations  canoniques  sont 

2I,IOH-s/  5),        (21, lo  —  \'  —  5) 

ces  idcaux  sont  des  idéaux  principaux  égaux  comme  on  le  montre 
facilement  à 

I  2  v''  —  5)  ('  I   H-  2  v^5) 

L'idéal    ^  dans  le  corps  /.'  ^==-y^    est  le  produit  de  deux  idéaux 
non  principaux 

(2)  =  (2,1    H-  y/  5;   .2,1   —  \l  5) 

=  (4,2  ^-  2^5,  2  —  2  \A),  6,2  ...)  ; 
mais  comme 

(2,1  -t-  y/  —  5)  =  (2,1  -f-v/  —  5,  2  —  I  —  v'S) 
on  peut  écrire  aussi 

(2)  =  (2,1  -i-  v'  —  ô)^ 

2"  Exemple  :  /i(y7To). 
On  a  vu  que 

6  =  2.3  =  (4  -h  v^}  (4  —  vio) 
d'oii  l'on  déduit 

(2,4  +  v/îô)  =  (2,  v/io)  =  (2,4  —  \/io) 
(3,4  -+■  \/iô)  =  (3, 1  +  v/io) 
(3,4  —  Ao)  =  (3,1  —  \  10) 

et  tous  ces  idéaux  sout  sont  forme  canonique,  et  les  deux  décom- 
positions différentes  en  donnant  une  seule 

(G)  =  (2,  /io)2  (3,1  -^  v^fo)  (3,1  —  ^'7o). 

On  voit  d'ailleurs  directement  que 

(2,  v^io)'^  =  (4,2  v^io,  10)  =  (2) 
(3,1  H-  v^io)  (3,1  —  Ao)  =  (9,3  +  3  v/io,  3  —  3  ^'lo,  6)  =  (3). 
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D  une  la(;on  semblable  on  lioiive 

(5)  =5,  v'io)  (5,  v^io) 
(i3)^(i3,r)  -Hv/io)(i3.G— ^/Io). 

3*  Exemple  :  A(y/  —  i5). 
Pour  ce  corps 

m  =  —  i5  ^  I  (4) 
les  mmibres  entiers  sont  de  la  foruie 

a  -\-  0  — — - =  a  +  6w 

2 

on  vérifie  lacilemcnt  les  décompositions  suivantes  ; 

(2)  =  (2,0))  (3,(0) 

(3)  =  (3,  s/'—ibf  =  (3,  —  I  +  2w)^ 
(5)  =  (5,  v'' —  i5)*  =  (5,  —  I  -+-  2aj)- 

(17)  =  ('7.'^  -+-co)(i7,5  -+-  to') 

et  d'autres.  Parmi  ceux-là  (3,  \/  —  1 5)  (3  /  —  i5)  ne  sont  évidem- 
ment pas  sous  la  forme  canonique,  mais  on  a 

(3,  v/^-  i5)  =  ((3.  —  I  4-  2->,  3w  _  (_  I  +  2w))  =  (3,1  -H  w) 
(5,  v/  —  i5)  =  ((5,  —  I  -+-  2'..),  DM  —  2  ( —  I  -+-  2w))  =  (5,  2  =  tu). 

10.  Les  corps  dont  tous  les  idéaux  sont  des  idéaux  prin- 
cipaux. —  Lorsque  dans  un  coips  on  peut  a[)pliquer  l'algorithme 
d'iuiclide  pour  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  on 
peut  énoncer  le  liiéorème  suivant. 

Tlu'orcmc.  — Soit  un  corps  quadratique  auquel  on  peut  appli- 
quer l'algûrithme  d'Euclidc,  les  nombres  de  ce  corps  ne  peuvent 
être  décomposés  en  facteurs  que  truric  seule  manière,  et  sous  les 
idéaux  du  corps  sont  des  idéaux  principaux. 

Démonslndion.  —  Soit  l>(\  m)  le  corps  considéré  et  soit 

n  =  la,  p.  •(...)  un  idéal  de  ce  corps 
ce  théorème  dit  que  l'idéal  a  contient  aussi  le  [)lus  grand  commun 
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diviseur  ilc  tous  les  nombres  a,  [j,  y...  que  Ton  oblionl  par  la  ré- 
pétition de  l'algorithme  d'Euclide.  Nous  démontrerons  tout  d'abord 
que  si  '^  n'est  pas  divisible  par  3,  mais  que  si  /5„  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  a  et  de  p,  o,,  appartient  ainsi  à  l'idéal.  Pour 
cela  nous  écrirons  l'algorithme  sous  la  forme 


y.fj 


,0 

y-,0 


1.0  .1 

p„  —  -/..o. 


=  o 
^^  o 
=  O 


"p« 


"■''■?'— 1 


les  II  H-  I  équations  peuvent  être  considérées  comme  un  système 
d'équations  linéaires  à  n  inconnues  ic/^  o,  ...  pn-y,  d'où  il  résulte 
par  élimination 


a  —  y.  j 

—  I 

o 

o 

o 

3 

—  ■/.. 

—  I 

o 

0 

o 

I 

—  •''•2   - 

~  I 

o 
o 

o 

o 

I 

—  y-n^r      • 

.     - 1 

?" 

1 

—  y- 

Les  7.  sont  tous  des  nombres  entiers  du  corps,  et  par  suite  on  a 

Comme  ici  ).i,  ).j  sont  encore  des  entiers  des  corps  o„  appartient 
à  l'idéal.  En  répétant  ce  raisonnement  il  en  résulte  que  A  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  tous  les  nombres  «,  ?,  T  ...  appartient 
à  l'idéal  c'est  donc  que 

a  =  (A). 

On  peut  dire  que  réciproquement  que  si  tous  les  idéaux  d'un 
corps  sont  des  idéaux  principaux,  tous  les  nombres  de  ce  corps  ne 
peuvent  être  décomposés  en  facteurs  que  d'une  seule  manière. 

11.  Les  congruences  suivant  les  idéaux.  —  Nous  écrivons 

a  ^  o  (o) 

et  nous  dirons  que  a  est  congru  à  o  suivant  le  module  o,  quand  a 


/|6 
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Cl  a  Iniil  i)artie  du  même  corps  et  que  a  esl  un  nombre  de  l'idéal  n, 
de  plus  pour  deux  entiers  du  corps 

=<  =  ?(«) 

a  congru  à  [^  suivant  le  module  (a)  lorsque  la  diiïérence  a  —  ^5 
esl  conU'nu  dans  lid,'.;d  n.  Mais  si  a  ou  a  —  ^3  n'appartient  pas  à 
l'idéal  n  udus  éciirous 

a  ^  o  (a)       ou       a  ^  p  (n) 

i  nous  dirons  a  est  incongru  à  o  ou  incongru  à  ^'î  suivant  le  mo- 
dule n  . 

licmanjue.  —  Nous  introduisons  toul  d'abord  celte  définition 
d'une  façon  tout  à  lait  formelle.  Mais  l'on  voit  immédiatement  que 
celte  définition  coïncide  pour  celle  des  congniencea  suivant  des 
nombres,  lorsque  n  est  un  idéal  principal  c'est-à-dire  (i  =  'a).  Plus 
lard  on  montrera  n  pour  le  cas  où  n  est  un  idéal  quelconque  que  la 
définition  coïncide  essentiellement  avec  la  définition  antérieure  de 
la  congrucnce,  car  la  congruence  a  =  o  (n)  signifie  que  l'idéal  (a) 
est  divisible  par  a. 

Grâce  à  la  définition  d'un  idéal  et  du  produit  o  de  deux  idéaux 
b  cl  c,  nous  pouvons  nous  exprimer  de  la  manière  suivante. 

Si  n  est  un  idéal  divisible  par  l'idéal  0,  on  a  pour  tous  les 
nombres  a,  /3,  y  ...  de  rt  les  congruences 

a  =  0(a)         p  =  o[b) 

Nous  démontrerons  plus  loin  la  réciproque  de  ce  théorème. 

Etant  donné  un  idéal  0,  on  peut  répartir  tous  les  nombres  du 
corps  en  classes,  en  attribuant  tous  les  nombres  congrus  à  un  nombre 
donné  suivant  n  à  une  même  classe.  Alors  deux  nombres  quel- 
conques d'une  même  classe  sont  congrus  mod  n,  et  un  nombre 
quelconque  d'une  classe  détermine  cette  classe  et  ne  détermine 
qu'elle.  Autrement  dit  tout  nombre  entier  appartient  à  une  classe 
unique. 

Chercher  le  nombre  de  ces  classes,  cela  revient  à  chercher  un 
système  complet  de  nombres  incongrus  deux  à  deux  suivant  le  mo- 
dule fi,  ou  encore  à  chercher  un  système  complet  de  restes  suivant 
le  module  tt. 
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Tlu'orctnc.  —   Le   nombre  des  nombres  incongrus  suivant  un 
idcai 

n  =  if,  i,  -f-  «V-j) 
est 

n(a)=  i  i,  U  i- 

Dénioiislralion  :  On  a  : 

a  -h  6io  ^  0  (/,  /,  +  j^oj) 

pour  toutes  les  combinaisons 

a  =  o,  I,  2  ...  i  —  I 
6^0,  r ,  2  ...  i-,  —  I 

car  tout  nombre  de  l'idéal  est  de  la  forme 

où  /j,  /o  sont  des  entiers  rationnels.  Ces  (C  combinaisons  forment 
un  système  de  ii.^  nombres  dont  deux  quelconques  ne  peuvent  être 
congrus  suivant  le  module  ^  La  différence  de  deux  de  ces  nombres 

n'est  pas  contenue  dans  l'idéal.  Par  contre  tout  nombre  du  corps  est 
congru  à  an  de  ces  nombres  et  à  un  seul. 

En  effet  les  nombres  a  =  o  ...  i  —  i .  b  =  o  ...  /^  —  i  forment 
des  systèmes  de  restes  complets,  relativement  à  /  et  à  /-,,  on 
pourra  faire  correspondre  à  un  nombre  A  -f-  Bw  du  corps  un 
nombre  a  -f-  600  choisi  parmi  ceux  que  nous  venons  de  dire  tel  que 
l'égalité 

(A  -h  Bio  —  (a  -h  b(x>)  :=  /j('  -h  /^  ('1  -t-  1-2^) 

soit  satisfaite  pour  deux  valeurs  rationnelles  /,  et  4,  car  il  faut 
choisir  ab  de  telle  sorte  que 

6  ^  B,  (L)       c'est-à-dire       B  —  b  =  ij., 

et 

n(a^  a  donc  une  signification  particulière,  nous  dirons  que  n{a) 
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est  /'/  nonne  <(c  n<léal  n.  Montrons  qu'elle  est  Indépendante  de  la 
base.  Soit  ••,•  'Z  une  base  quelconque  de  o,  et  soit 

•.,•  =  a,  -+-  6,oj      ^*  =:  a,  -h  6/0 

nous  pourrons  trouver  quatre  entiers  rationnels  /•.  \.  t,  a,  tels  que 

ru  —  Is  =  zt  i 
et  que 

•.,•  =  ri  H-  s(j|  -+-  i^io),        :.,*  =  ti  -h  ^ri^  -+-  i^w) 

et  il  en  rôsulto  d'après  le  théorème  relatif  à  la  multiplication  des 
déterminants 

"   (û)   =    I    («I^i  «ïj'^)    i   =v«ti-\ 

La  norme  du  produit  de  deux  idéaux  est  égaie  au  produit  des 
normes.  On  peut  démontrer  celte  proposition  en  considérant  la  dé- 
finition de  la  norme  qui  vient  d'être  donnée.  Nous  en  parlerons 
dans  le  chapitre  relatif  aux  idéaux,  du  cor[  s  cubique.  Mais  ici  nous 
allons  nous  appuyer  sur  une  autre  définition  de  la  norme. 

12.  La  norme  d'un  idéal  considérée  comme  produit  d  idéaux. 

—  Si  l'on  remplace  tous  les  nombres  7.  [":,'/  ...  d'un  idéal,  par 
leurs  conjugués  a' j^'  y'  ...  ce  qui  revient  au  même  si  dans  les 
nombres  considérés  on  remplace  w  par  w'  on  obtient  un  nouvel 
idéal  o',  et  a  est  dit  l'idéal  conjugué  de  a.  Nous  le  désignerons 
toujours  par  û',  ou  s  (a)  lorsque  nous  ferons  la  substitution 

s(v''m  :  —  \'"j)- 

Nous  dirons  qu'un  idéal  qui  coïncide  avec  son  conjugué  est  un 
idéal  ambige,  c'est-à-dire  si  o  =  û',  il  faudra  de  plus  qu'il  ne  soit 
pas  divisible  par  aucun  nombre  rationnel  (idéal  principal  ration- 
nel) autre  que  ±  i . 

Théorème.  —  Le  produit  d'un  idéal  et  de  son  conjugué  est  un 
idéal  principal  rationnel  et  l'on  a 

a  .  a'  =  (n{ay). 
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Dcmonstralion  (')  :  Soit 

on  sait  que  /et  .;sont  des  multiples  de  i,,  on  peut  poser  i  =  ai 
',  =  a,/„  on  a  donc  ' 

n  =  [ail,  aj,  -h  Uo)  =  (i^)  (a,  «^  .^  ^) 
et  de  même 

•*'  =  =  O'O  («,  «,  -f-  a>') 

de  plus  on  a  la  relation 

(a,  H-  to)  {o,  -+-  lo')  =  o  (a) 

car  a  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  rationnels 
dans  les  idéaux  (.,  a.  +  ..)  (a,  a,  ^  03').  Mais  la  multiplication 
aes  deux  idéaux  nous  donne 

0.0'  =  (t',)  (a,  a^  +  oj)  (,-^)  (a.  „^  -+.  j^'^ 

=  (f|)  («-.  ««j  +  aco,  aa,  +  aw',  («^  +  a.)  (a^  h-  co')) 

et  il  reste  à  démontrer  que  le  deuxième  facteur  de  ce  produit  e<t 
nn  idéal  principaj  rationnel  (a).  Nous  distinguerons  pour  cela  trois 
cas  de  corps  A- V 'm. 

I"  Cas.  -  m  =  3  (4),  «  =  ,1^,,  «'  =  _  /^. 

On  a  alors 

(a^  ao,  -4-  aïo.  aa,  +  aco',  («,  +  co)  («^  +  a.')) 
=  (a2.  aa,  +  a  /m,  aa^  —  a  ^m,  a\  —  m) 
=  (a-,  2aa,,  2a  /m,  aa/n,  a]  —  m) 

Mais  les  nombres  «,  .;.  et  ^^---"^e  peuvent  avoir  aucun 
facteur  commun.  Supposons  d'abord  que  y>  2  divise  a  et  m,  on  a 
a\~m~o  (7)       car       a\  ~  m  =  o  («) 


1')  Cette  démonstration  a  été  donnée  par  M.  Hilbert  dans  son  cours  ,897.98. 
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et  comme 

m  EE  o  ('/),       on  a       «^  ^;  o  (7). 

Mais  m  iic  contionl  aucun  faclcui  au  carré,  ni  est  divisible  par 

^•^     b^   ^   //^  —  m  ne  peut  pas  conlonir  7  a  une  puissance  supérieure  i  i 

^^  C^  Soit  a  divisible  par  q  =  2,  2  divise  a  et  2  m  et  comme 

«f  —  m  ^  o  (a) 

a,  doit  être  impair 

a'  —  m  -^  —  2,  (l\) 

a?  —  m         .         .       .  .  ,       .     .  , 

et  -^— ■ — est  impair  et  premier  avec  2,  les  trois  nombres  a  2m 

-^— — —  n'ont  pas  de  diviseur  commun  et  l'on  peut  choisir  trois 
nombres  /, ,  l.^,  l.i  tels  que 

I  I  I  "?  —  '» 

La  H-  /,  3 m  +  L    '  =1. 

Il  en  résulte 

(«,  flj  H-  10)  (a,  aj  -h  tu')  r=  (n) 
et  par  suite 

(l  .  a'  =  ijl)  (a)  =  (ail)  =  (»i)^ 

OU  comme  nous  l'avions  affirmé  oa'  =  n  (0). 
2"  Cas.  —  m  ^  2  (^4),  w  =  \'m,  oj'  =  —  v^'^- 
Alors  comme  dans  le  premier  cas 

(a,  a,  +  w)  («^  fli  4-  oj'i  =  (a)  |a,  2m,  -' ,  2a,,  a  y^m  j 

et  les  trois  nombres  a,  2  m  - — ne  peuvent  avoir  aucun  facteur 
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commun  ^>  2,  Mais  ils  ne  peuvent  avoir  tous  trois  le  facteur 
commun  ^  =  2.  En  ellet  a\  —  m  ^  o  {a)  nous  montre  que  a,  est 

plus  pair  et  on  a  a^  —  m  ^  —  2  (/j)  c'est-à-dire  que    '  ~  "  ^  0(2). 

Les  trois  nombres  a,  2  m,    --^-  -^   peuvent  être  composes  de  façon 
à  donner  i  et  on  a  comme  dans  le  premier  cas 

(a,  a,  -+-  (o)  (a,  n^  -+-  w')  =  (a) 

<;t 

Cia'  =  (ail)  =  n  (a). 

o'  Ca5.  —  m  ^  I  (4),  OJ  = ;; ,  OJ    = —' 


Alors 


Mr,  a, 


))  (rt,  a^  H-  oi')  rrr  (a-,  sera,  H-  a,  a  v'"«,  (  «1  +  -  )   —  ''!) 


i\''        m 


=  (a)  \  «,  m, ,  2aj  +  i,  / 


m 


le  quatrième  nombre  2ai  +  i  est  impair,  donc  les  quatre  premiers 
nombres  ne  peuvent  avoir  le  facteur  commun  2.  Si  a  et  m  sont 
divisibles  par  q, 


("-^y-f 


est  certainement  premier  avec  q  car  ia^  -\ — \    contient  ce  facteur 

deux  fois,  Y  ^^  1^  contient  qu'une  fois.  On  peut  conclure  comme 
précédemment 

Oa'  =  {i^  («)  =-  iali)  =  (ii,) 

Le  nombre  n  (0)  =  ii.^  est  parmi  les  nombres  de  l'idéal  a  et 
aussi  dans  ceux  de  a.  Si  l'idéal  a  n'est  pas  donné  par  la  représen- 
tation canonique,  mais  par  une  base 
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on  a  comme  il  a  été  montn'-  au  numéro  précédent 
oa'  =  «  (n)  =  (a^b^  —  «>j). 
Considérons  un  [)iodull  d'idéaux 

nbc  ...  f, 
on  a  d'après  ce  qui  précède 

n[a  .  b  .  c  ...  f)  =  0    U  .  c  ...  f  .  n  b  ...  t  —  nn   .  bb   ...  tt 

=  n(n)  n  (b;  ...  n  (f  . 

Théorème.  —  Le  syslèmc  complel  des  rcslea  suivant  un  nombre 
entier  a  du  corps  contient  J  n  [7.)  [  nombres. 

Dcinonslratioii.  —  Le  nombre  que  nous  cberchons  est  c^'al  à 
celui  de  nombres  d'un  svst.'ine  complet  de  restes  suivant  l'idéal 
principal  (a)  =  0.  >ous  choisirons  comme  base  de  l'idéal 

'.*j  =  a        '.'j  =  aco 

po^ns 

a  =  a  -r-  6co. 

Ou  a  dans  le  cas  i.  m  ^  i  (^) 
•.*,  =  a  H-  {^co 
.V  =  b  '"---i  +  (a  +  6)  co 


et  par  suite 

.  ^.^  _  L*  _x-  n'.  _  'il 

2.  pour  le  cas  m  ^  1  (4) 


n(û)  =  L*-i-a'.-'^,-i6^,  =  :n(a):, 


t*  ^  =  a  -\-  bio 
t*j  =:  bru  -+-  a  <JlP 

et  encore 

„(tt)=:  I  «•-   b-hn  ;  =U(«)\ 

Exemple  I.  —  Suit  y.  =  x  -h  y  y  —  i    un  nombre  du  corps 

A-  (v'  —  0         ri  a_)  =  X-  +  V-. 
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Dans  ce  corps  la  dccomposilion  en  fadeurs  n'est  possible  f|iio 
d'une  seule  manière,  tous  les  idéaux  sont  des  idéaux  principaux. 
Si  donc  ;r  =r  X  -1-  j  v'  —  i  est  un  nombre  irrationnel  premier 
n(7r)  =  71  .  Tz'  est  un  nombre  rationnel  premier  p,  ce  qu'on  peut 
affirmer  car  p  est  rationnel.  Le  SNstcme  complet  des  restes  suivant 
ce  nombre  premier  ~  contient/)  nombres  du  corps.  Parcontresoit 
fj  un  entier  rationnel  indécomposable  dans  le  corps,  on  a 

«(//)  =  7-. 
Soit  par  exemple 

5  =  (2  +v'"^=~T)>  — v^'^  1) 

les  cinq  nombres  o,  i,  2,  v  —  1,  i  +  v  —  1  forment  un  s^^lèInc  de 
reste  complet  suivant  7.  ^=  2  -\-  v "^^  i  (').  Tout  autre  nombre  du 
corps  est  congru  à  l'un  de  ces  nombre.-  suivant  le  module  a  par 
exemple. 

—  \/^^^  =  2  (^t)         —  2  =  \/ "^   1   (a)         —  I  =  I  -^  V^'—    I   (a) 

3=\/^^=nr(a)       A=  I  -+-  v' —  I  (^);     etc.,  etc. 

De  même  les  9  nombres  o,  y/ -^T,  2  \/  —  1,1,1-1-;/  —  i, 
I  -\-  2  /  —  i,  2,  2  +  v^  —  I,  2  H-  a  v'  —^ï  représentent  un  sys- 
tème complet  de  restes  {-)  suivant  3,  car  3  est  indécomposable 
dans  le  corps  I:  \/  —  i . 

II.  —  Dans  le  corps  k  {\'^—  0)  on  a,  par  exemple 

C^b  i  '  \ 

U/=(3,  I  -^v^^)(3,  I  -v>^) 

et  les  trois  nombres  (3,1,2  forment  un  système  complet  de  rentes 
suivant  le  module  V  =  (3,  i  -+-  \'b  ou  ^'  =  (3,  i  — \/5)  ;  de  plus 
p  =  (11  est  un  nombre  premier  du  second  degré  du  corps  et  les 
121  nondjres  a  -{-  h  y'  —  0  obtenus  pour  toutes  les  combinaisons 
a  =  o,  I  ...  10,  b  =  o,  i,  2  ...  10  forment  un  système  complet 
■de  restes  suivant  p^=  (11,  11  ^  —  5). 

Nous  allons  établir  maintenant  un  théorème  important  : 


('j  Au  lieu  Je  ce  sxslème  de  nonibresque  Ton  comprend  sans  explication,  on 
pourrait  le  svslème  des  restes  niinlma  en  valeur  absolue  o,  ±  i,  ±  \/  —  t. 
(-)  Le  système  des  restes  minima  serait  o,  ii.^v'  —  i.ii^v/  —  ^' 
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Théorème.  —  Lu  idéal  n'esl  divisible  qaie  par  un  nombie  fini 
d  idéaux. 

démonstration  :  Soil  j  -    n,  b,  c  ..,  on  a 

a(l)  =  n{û)n{h)n{c)  ... 

Mals/}(î)csl  nn  nombre  entier  ralionoel  et  ne  peut  être  divi- 
sible que  par  un  nombre  limite  d'entiers  rationnels  >.  i,  le  nombre 
des  idéaux  rt,  b.  c,  ...  sera  donc  fini.  11  est  entendu  qu'on  excepte 
le>  idéaux  é^^uix  à  l'imilé. 

l'n  combinant  les  trois  derniers  théorèmes,  on  obtient  linalc- 
inciil  le  résultat. 

Théorème.  —  11  n'v  a  qu'un  nombre  fini  d'idéaux  donl  la  norme 
est  inférieure  à  un  nombre  donné. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  l'énoncé  de  ce  théorème  et 
dire  : 

11  n'y  a  qu'un  nombre  fmi  d'idéaux  dilTérents  qui  conliennenl 
tous  un  nombre  fini  donné  a. 

Lorsqu'un  idéal  divise  un  nombre  premier  p,/)  esl  un  nombre 
de  l'idéal,  el  dans  la  re]irésentation  canonique 

(t,  t,  -+-  Luj) 

il  faut  i  =  p,  i  "=  1  doiHierail  un  idéal  unité,  quant  à  i,  qui  doit 
être  un  diviseur  de  /  =/),  il  peut  se  présenter  deux  cas  au  i_:  =  i, 
/,  <ip  ou  i>  =  p  et  alors  /,  qui  doit  être  alors  un  multiple  de  p, 
peut  être  pris  =  o.  On  a  donc  les  deux  cas 

kf       (/',',  +  w)       cl       {p,p^'>) 

7 

dont  les  ncxcuc?  sont  p  ou  p-,  d'où  le 

Théorème.  —  La  norme  d'un  idéal  qui  divise  un  nombre  pre- 
miei"  ralioiinel  {>.  est  />  ou  jr. 

Dans  le  premier  cas  l'idéal  est  dit  du  premier  degré,  dans 
l'autre  il  esl  dit  du  second  degré. 

r'   Exemple:  ky~^5).  W^  ^ 
I.     j  =  (a,  I  ^  ^'  _-5    ■  j-  =  (2.  I  —  V  5) 
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alors  d'après  le  ihcoicme  général  n  (j)  ^  i  cl 

jj  L  (4,  2  +  a  v'  -  ^.  2  -  2  ^'  -  5'  ^'^  ^  ^^^ 
n(i)  =  3    et     Ji'=(9.3-H3v/-5.3-3v/-5,6.3)=(3) 

3.       I  =(4  4-  V -5,  I  +  n/-5H  =  (^  -  V-5.  ^  -  ^-  V^-5) 
„  (j)  =  7  et  ji'  =  (?-i,  1^  +  7  v/- 5,  li  -  7  s/-5.  ^^^  7)  -  (7» 

jl'  ^  (,,,  -6  +  9  V  -  5,  -G  -  9  s'  -  5,  -  i^.  3)  -  (3) 

cl   par  suite  n  (j)  ==  3   et    en  elîet  on  voit  facilement   que  cet 
exemple  est  identique  à  l'exemple  2 

5.     i-r:(2i,  lo-^  ,   -5)      ]'  =  h^,^o-s''^^) 
,j(|j  ^  21   jj'  =,  ,/,/,,,  210  +  21  v'  — 5,  210  — 21  v^  — 5,  I03^  =  (2l) 


2*  Exemple  :  /.'  v'  —  '5. 

,.  j  =  (3,   co)=(2,  ^ j        )- 

2.  j  =:  (3.  ,'^-ro)       ï  =  (3.j-v/-  i5)  =  (3,  I  +  -) 
„  (I)  =  3       et      jj'  =    1).  3  v'  —  i5,  >'^.  3)  =  (3) 

3.  j=(i7.  5  +  coj      j'  =  (i7.5  +  o/) 

„  (j)  =1;       et      jj'  =  (289,  85  -H  17  w,  85  +  17  'V,  34,)  =  (17) 

4.  j=:(93,  i3  -hco)      «(j)  =  93 

jj'=(93S  13.93^  93 -^'^  i3  .  93 -+- 93  .  co',  ,86,  93;  =(93;. 

Le  lecteur  formera  lui-même  les  systèmes  de  restes  complets  sui- 
vant les  idéaux  précédents. 

13.  La  décomposition  en  facteurs  idéaux  n'est  possible 
que  d  une  seule  manière.  Théorème.  —  Soit  a,  h,  c  trois  idéaux 
dilîérents  de  zéro,  si  l'on  a 

ab  =  oc 

on  a  b  =  c. 
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Démonslrallon  :  de  riiypollièse  il  résulte 

a'ttb  =■  o'ttc 

Il  [a)  b  =  n(a)c 

et  comme  on  i>cut  diviser  par  le  facteur  numérique  n(a) 

b=:C. 

Théorème.  —  Si  tous  les  nombres  d'un  idéal   n   sont  congrus  à 
zéro  suivant  un  idéal  h,  on  en  conclut  que  n  rst  di\isible  par  b. 
Démonstration  :  Soient  les  idéaux 

on  n  par  hypothèse 

a,  =  o  (b) 

2^  ^  o  (b). 

Multiplions  n  et  b  par  b  un  a  W  =  {n  [b))  nous  montrerons 
d'abord  que  ab'  est  divisilde  par  bb  .  On  a  pour  tous  les  noii)bres 
de  ab'  la  congruence 

3,  p;=o      2,  p;  =  o...  (bb') 

^2  3',  ^  o       7^  3'j  ^  o  ...    bb)  et  ainsi  de  suite 

mais  comme  {bb)  =  n  b)  est  un  idéal  principal  rationnel,  on  peut 
poser 

a,  i[  =  n(b)';,,       3,  3;  =  n(b)Y.,  •■. 

«2  P;  =  n  (b)  Y.^,        X,  ^;  =  «  (b)  Y, 3  ...  et  ainsi  de  suite 

où  y,,  y,^  sont  des  entiers  du  corps,  et  l'on  voit  immédiatement 
que 

«f'  =  («'î»:)(Vn.V..-) 

('/a  Viâ  •••)  =  (<^.  est  un  nouvel  idéal  qu'on  obtient  en  divisant  tous 
les  nombres  de  l'idéal  ab'  par  le  facteur  commun  nib). 
On  a  donc 

ob  —  bb  c 
et  par  suite 

n  =  bc 

c'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 
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Corollaire.  —  Le  plus  grand  commun  di\iscur  t  de  deux 
idéaux  n  cl  0  est  un  idéal  qui  contient  à  la  lois  tous  les  nombres 
<Je  rt  et  tous  ceux  de  6. 

Soit 

En  effet  un  idéal  qui  divise  a  el  6  doit  contenir  tous  les  nombres 
de  n  et  tous  les  nombres  de  6.  Comme  d'autre  part  tout  idéal  qui 
contient  tous  ces  nombres  et  qui  contient  en  outre  d'autres  nom- 
bres ne  résultant  pas  de  combinaisons  linéaires  des  a  et  des  ^  di- 
vise t,  on  peut  dire  que  t  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
41  et  de  16. 

Théorème.  —  Si  un  idéal  premier  p  divise  un  produit  de  deux 
idéaux  a  et  6  et  si  4)  ne  divise  pas  Û  il  divise  a  ou  encore  si  un  idéal 
premier  p  divise  un  produit  de  deux  idéaux  rt&  il  divise  au  moins 
l'un  des  facteurs. 

Démonstralion  :  Soit 

«omme  ^j  ne  divise  pas  h,  il  n'y  a  pas  en  dehors  des  idéaux  unités 
d'autre  idéal  divisant  à  la  fois  h  elp 

t  =  (3..  ?,  ...^.,^2-) 

est  donc  un  idéal  unité,  et  l'on  peut  déterminer  un  nombre  |5  de 
f>  et  un  nombre  7t  de  y  tels  que 

p  +  ir=r^  I. 

Mais  comme  06  est  divisible  par  v  on  a  les  congruences 
0-,  i^,  =  0,  y,  ?,  =  o  ...  (\>) 

a,   fi,  ^  O,  c,  S^  ^O  ...  (^,1) 


a,   3  =  0,  =-,  3^  =  0  ...  (|)) 

d'ailleurs  pour  le  nouibrc  r.  on  a  tî  ^  o  'p)  par  suite  on  a  aussi 

7,  (3  +  7:)  =  o,         ot,  (^  H    t:)=0...  (v) 
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el  comme  ["j  -\-  r.  t=  i  on  a 

«,  -     o         y..  =  o       0-3  =  0  ...  (pj 

donc  n  esl  (Jiviï>iljle  |>ar  p. 

Nous  déinonUerons  facilement  le  ihiMuèmc  (ondamenlale 
Thâorl'ine fowlamcnlal .  —  'JOul  idc'al  ne  peut    c*tre  décomposé 

en  un  produit  d'idéaux  [)icmiers  que  d'une  seule  manière. 
Démonstration  :  Soit  j  l'idéal  considéré  cl  soit 

Admettons  qu'une  deuxième  décomposition  nous  ait  donné 

j  ^qin.q:     •  q. 
on  aurait 

p.p,  ...  p„  =  ^,q,  ...  (\n 

q,  doit  diviser  le  premier  membre,  il  divise  4>  et  alors  il  est  égal  à 
]},  ou  il  divise  le  produit  ^j,  ...  ^„.  Dans  ce  dernier  cas  il  faudrait 
avoir  q^  =  \f^  ou  q,  diviserait  le  produit  4)^  ...  p„  et  ainsi  de  suite 
tout  lacleur  de  l'un  des  produits  doit  élre  contenu  dans  l'autre  ce 
qui  démontre  le  théorème. 

En  somme  cet  démonstration  est  fondée  sur  ce  fait  que  n{ù) 
=  fl.n'  autrement  dit  sur  ce  fait  qu'étant  donné  un  idéal  a  on 
peut  toujours  lui  adjoindre  un  idéal  a  tel  que  nrt'  devienne  un 
idéal  principal  rationnel.  Ce  théorème  s'énonce  sous  une  forme 
plus  générale  dans  la  théorie  du  corps  algébrique.  A  tout  idéal  0  on 
peut  adjoindre  un  idéal  tti  tel  que  le  produit  nni  soit  un  idéal  prin- 
cipal et  ce  théorème  sur  lequel  on  s'appuie  pour  démontrer  le 
théorème  fondamental  dans  la  théorie  générale.  Les  démonstrations 
plus  anciennes  dues  à  Dedeklnd  (Supi)l.  \I)et  à  Ivronecker  étaient 
beaucoup  j>lus  compliquées.  M.  Ilurwitz  p;\rvinl  à  les  simplifier 
beaucoup  grâce  à  un  théorème  de  Monsieur  Kroneckcr  (')  sur  les 
diviseurs  d'un  système  de  nombres  entiers. 


(')  Pour  être  complet  il  aousfaut  citer  ce  thûorème  ici  le  lecteur  en  comprendra 
mieux  l'énoncé  après  avoir  vu  le  !i'  chapitre. 

Tliéor^e.  Lorsque  les  coefficients  a^,,  «t  ...  ^g,  j3,  des  fonctions  de  n 

(p  (x'  =  ao.r'  +  ...  a 
«j/  [x]  =  ?(,X'  +  ...  p. 
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Nous  donnerons  plus  loin  une  deuxième  démons l ration  due  à 
Monsieur  ^nr\^ilz  (')  (^). 

M.  lliJbcrl  a  donne  une  déin<:jnslralion  simple  qui  ne  s'appuie  pas 
sur  le  ihéorèuie  de  kronecker  et  fondée  but  la  notion  du  corps  de 
(ialois  (•'').  Le  tliéorème  ne  peut  être  encore  utilisé  pratiquement  cai* 
on  manque  de  méthode  facile  pour  reconnaître  si  un  idéal  est  pre- 
mier, et  pour  trouver  les  facteurs  d'un  idéal  qui  n'est  pas  premier. 

Le  théorème  suivant  fournit  en  partie  la  solution  théorique  de 
ces  problèmes. 

Théorème.  —  Tout  idéal  premier  p  du  corps  /.•  {\'m)  divise  uia 
nombre  premier  rationnel  p  au  plus  exactement  il  divise  toujours 
un  idéal  principal  rationnel  (/>). 

Soil  p  un  idéal  premier  /}  [p)  =  VV  est  un  idéal  principal  ra- 
tionnel. Décomposons /i(^)  en  ses  facteu rs premiers p^y ...  /*  comme 
|jp' divise  n(v)  divise  aussi  n{y)  et  par  suite  l'un  des  facteurs  (p) 
ou  ('/■.. r)  s'il  divise  p  le  tliéorème  est  démontré  sinon  il  divise 
('y.../')  etc.  etc.,  c'est-à-dire  que  (\))  divise  un  nombre  premier 
désignons  le  par  p  .  ^  ne  peut  diviser  un  second  nombre  premier  cj 
sans  quoi  p  serait  un  idéal  unité.  De  même  p  divise/)  et  ne  divise 
pas  un  autre  nombre  premier.  Un  idéal  tel  que  p  ne  peut  conte- 
nir que  des  nombres  rationnels  qui  sont  multiples  de  p  et  ne  peut 
coiileniix  que  des  nombres  a.  du  corps  dont  la  nonne  n  (ly.)  'est  divi- 
sible par  p. 

Ln  idéal  premier  est  dit  du  premier  ou  du  second  degré  suivant 
que  sa  norme  est  égale  à  p  ou  à  p'-.  Pour  avoir  les  facteurs  premiers 
d'un  idéal  quelconque  a,  on  forme  n  (a),  on  décompose  ce  nombre 


sont  des  nombres  algébriques  entiers  et  lorsque  les  coefficients  du  produit  des 
deux  fonctions 

Q   1J-;   y     x    =  Y„  j-'^+l    +...4-  Y-t, 

sont  tous  divisibles  par  un  nombre  algébrique  w  chacun  des  (r  -f  i)  (s  -|-  i) 
nombre  a,!3*  est  divisible  par  10.  (Hurwilz  Gôtt.  >iacli.  iScj'j,  p.  291-293). 

(')  [IIuRwiTz,  Gôtl.  Nachr.  iSgi  p.  291-299].  Comparer /w'ont'c/.er,  ^Ve^ke  II, 
p.  47-  ^I    J-  Kônig  a  donné  une  démonstration  simple  du    tbéorèuie   général. 

Introduction  à  la  théorie  de>  grandeurs  algébriques.  Leipzig,   1908. 

{-)  Nachr.  der  K.  Ges.  d.   ]yissensch.  ztt  GôUingen.   Malli.  phys.  Klasse .  189». 

(^)  Math.  Annalen,  Bd.  4i,  Année  i89'4.  p.  1  Jahrcsber.  d.  Dcutsch.  Malh.  Ve- 
reinig.  t.  3  189'!,  p.  5o. 
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rationnel  en  ses  l'acleurs  premiers,  et  enfin  on  décompose  cenx-là 
en  idéaux  premiers. 

On  ne  pourra  pas  indiquer  une  infinité  de  nombres  pour  déter- 
miner un  idéal,  par  exemple  un  idéal  qui  divise  p.  Kn  fait  un  idéal 
principal  est  déterminé  par  un  seul  nombre,  et  un  idéal  non  prin- 
cipal peut  être  déterminé  par  deux  nombres,  sans  qu'il  soit  néces- 
saire que  ces  deux  nombres  forn)ent  une  base  de  l'idéal. 

On  a  d'ailleurs  le  tbéorème  suivant. 

Théorème.  —  Tout  idéal  j  peut  être  représenté  par  (a,  ^'5)  comme 
p.  g.  c.  d.  des  nombres  entiers  a  et  3. 

Il  suffit  de  clioisir  dans  l'idéal  deux  noud)res   a  et  f^  qui  sont 

d'ailleurs  divisibles  par  j  cl  tels  que  -  et  •  soient  [)ieuiiers  entre 
eux,  on  a  alors  j  =r  (a,  f::,). 

14.  Les  diviseurs  des  nombres  premiers  rationnels  dans 
le  corps  h{\'in).  —  Un  idéal  prcmici-  p  divise  toujours  un  nombre 
premier  rationnel  p  nous  avons  montré  qu'il  a  toujours  l'une  des 
formes 

I.)     p  ■=  {p,  a  +  w)       ou        2.)     \>  ^   (p,  pw)- 

Dans  le  premier  cas  p  =  pp' ,  c'esl-à-diie  que  (/>)  peut  être  con- 
sidéré en  un  produit  de  deux  idéaux  du  premier  degré,  dans  le 
second  cas  V  =  (/>),  (p)  ne  se  décompose  pas,  mais  représente  lui- 
même  im  idéal  premier  du  second  degré. 

Nous  allons  établir  un  critère  qui  nous  permettra  de  reconnaître 
si  un  nombre  premier/}  du  corps  l>(\'ni)  se  décompose  au  moyen 
d'un  calcul  très  court. 

1"  Cas.  —  m  ^  3  (/i).  Le  discriminant  du  corps  est  ^m. 

Soit  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  le  discriminant  et 
en  particulier  soitp  ^  2.  Si  />  peut  se  décomposer  on  a 

p  =  {p,  a  +  \  m) 

a  doit  satisfaire  à  la  congrucnce 

(«  +  y  m)  {n  —  \'m)  =  a-  —  m  ^  o  (p). 

Réciproquement  si  la  congruence 

X'  —  />J  ^  o  (p) 


LE    CORPS    Qr.VDUATIQUE  6l 

admet  une  solution  entière  rationnelle  x  =  a.  p  peut  être  décom- 
posé en  un  produit  de  deux  idéaux  du  premier  degré. 

Car  soit  r  ^  a  ime  racine  de  la  congruence  x-  —  m  ^  o  (/))  et 
non  de 

X-  —  m  =  o  (/)-),       ^=(p,a  -h  \'m),       ^'  =  (p,  a  —  \^m) 

seront  deux  idéaux  facteurs  de  {p).  Ces  deux  idéaux  sont  diffé- 
rents, car  en  tenant  compte  de  ce  que  a  est  premier  avec  p,  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  p  et  de  |)  c'est-u-dire 

(/),  a  -+-  \/in,  «  —  V'''",  20i  i) 

est  un  idéal  premier,  ce  qui  n'est  vrai  ni  de  p  ni  de  p' .  Enfin  p  et 
p'  sont  différents  de  (/))  car/)  ne  divise  ni  a  -+-  /m,  ni  a  —  /ôî  et 
l'on  a  (/))  =  pp. 

Pour  écrire  que  la  congrucncc  x-  ^  m  mody>.  admet  une  solu- 
tion a,  telle  que  a-  ^  m  (p^)  nous  emploierons  le  symbole  de  Le- 

gendre,  nous  écrirons  (  - 

Si  l'on  suppose  p  >  2  la  congruence  x'  —  m  ^  o  (p)  a  tou- 
jours une  solution  lorsqu'il  en  est  ainsi  de 

y-  —  Itm  ^  o  (p)       ou       j-  —  d  ^  o  {p). 

Car  parmi  les  solutions  de  cette  dernière  il  y  a  des  nombres  pairs 

y 
}'  et  il  suffit  de  poser  a?  =  -  • 

Au  lieu  d'écrire  i—j  =  i,  nous  écrirons  donc  (  -  j  =  ±  r. 

Si  x"^  —  m  =  G  (p)  ou  ce  qui  revient  au  même  si  y-  —  Itm  ^  o 
(p)  n'a  pas  de  solution  p  ne  se  décompose  pas  dans  le  corps  k  (/m) 
et  nous  donne  un  idéal  premier  du  second  degré.  C'est  ce  qu'on 
écrit 


{t)-Hf)-{î)  — 


Il  nous  reste  à  considérer  les  nombres  premiers  qui  divisent  le 
discriminant  du  corps,  premièrement  p  =  2  et  les  facteurs  pre- 
miers simples  impairs  de  m. 

La  congruence 

X-  —  m  ^  o  (2) 
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admet  pour  solutions  x  =^  ±  i ,  ces  deux  solutions  sont  idcnli<j\ifs 
mod.  2. 

On  a  donc  conrknic  idcau\  [iicniicrs  fadeurs  de  (2) 

p  =  (3,  I  H-  v'in)       v'  =  (2,  1  —  v'"«) 

le  cas  dilTèrc  cepcndaul  des  andcs  en  <c  que  les  <leux  idt'aiu  ^1  cl 
p'  sont  égaux. 

(2,  I  -+-  \'iii)=  (3,1-1-  %^m,   I  —  \^fi)  —  (2,  l  —  \  m) 

ou  ^  =  v'.  Comme  |i  n'est  pas  un  id/al  unité  et  que  2  ne  di\ise 
pas  I  -+-  V''»»,  (2)  est  dans  le  corps  k  v'm  le  carré  d'un  idéal  pre- 
mier =  f»^. 

Enfin  soit/)  un  facteur  premier  impair  de  (/  (il  n'y  entre  rju'au 
premier  degré  car  m  par  hypothèse  ne  renfenne  pas  de  facteur 
carré),  alors  la  congrucncc 

X-  —  »i  ^  o  (  /)) 

admet  la  solution  j:  =  o  e\.  p  est  divisible  par 

p  =  (p,  V  m)       cl       p  =  {p,  —  \  m) 

ces  deux  idéaux  p  et  \>'  sont  évidemmeRt  identiques  et  dillVrenls 
de  I  et 

p.p'  =  p^  =  (j>\  p  v'm,  m,  /))  =  (p). 

Donc  tout  facteur  premier  rationnel  du  discriminant  du  corps 
est  divisible  par  le  carré  d  un  idéal  premier. 

Nous  généraliserons  le  symbole  de  Legendre  et  nous  exprimerons 
que  y^  —  d  ^  o  (p)  n'a  qu'une  solution  v  ^  o  (/))  en  émva:it 
d 


(S)- 


2"  Cas.  —  /77  =  2  {^)  le  discriminant  '/  =  \m. 

On  raisonnera  comme  précédemment  et  on  trouvera  qu'un 
nombre  premier  qui  ne  divise  pas  'l  se  décompose  ou  non  suivant 
que 


f'-)  =  -h  I       ou       (  "   )  =  —  I. 
\P/  -PI 
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De  plus  on  a  pour  2 

(3)  =  (3,  \mY  =  y- 
ct  pour  tout  noml)rc  impair  qui  divise  d,  o'esl-à-clire  m 

{p)  =  (p,  v''»)^  =  V'- 
Dans  ces  deux  cas  la  congruence  x^  —  </  ^  o  a  la  racine  double 
X  =  o,  ce  q^u  on  ociit  eneore  l  -  I  =  o. 

3*  Cas.  —  m  =  r  (1)  le  discriminant  d  =  ni. 

Soit  d'abord  p  un  nombre  premier  impair  qui  ne  divise  pas  m 
si  p  se  décompose 

^,  =  (p,  a  +  0.) 
et  par  suite 

fa  +  w)  (oH-w')  =  (a  -+- 
est  divisible  par  p  mais  si 

est  divisible  par  ni  il  en  est  de  même  de 


î\-       m 
4 


[H:y-:] 


et  réciproquement. 

11  en  résulte  la  condition  nécessaire  pour  que  p  se  décompose  et 

quex-  —  (1^0  (p)  admettre  une  solution,  c'est-à-dire  (  ~  j  -f-  =  t  . 

Réciproquement  si  (     |  =:  +  1,  c'esl-à-diie  si  x^  —  d^o  (p) 

admet  des  solutions,  on  peut  toujours  prendre  parmi  ces  solutions 
de  nombre  impair  -la  -h  i  et  alors 

\>  =  (p,  a  -+-  w)       p'  =  (p,  a  -\-  oj') 

sont  deux  idéaux   premiers   diiTérents   facteurs  de  p.  Et  en  effet  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  V  et  de  p'  est 

(p,  a  -h  w,  a  4-  w',  2a  -h  I,  1)  =  (1) 


Gi 
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car  2  a  4-  I  est  premier  avec  p.  De  plus  p  ni  p   ne  peut  élre  é"al  à 
(i)  ou  à  (/))  car  p  ne  divi^e  ni  «  -f-  cj  ni  a  4-  w'. 

Soit  ensuite  p  =  2. 

Si  (2)  est  divisible  par  p  ^  (2,  a  +  oj)  il  faut  que 


(a  -h  (o)  (a  -f-  eu')  ^  (a  -+-  M 


//i 


soit  pair,  c'osl-à-dirc  que  (2a  -+-  1)-  —  m  soit  divisible  par  8  ou 
encore  que  la  congruence  x-  —  m  =  o  (8)  admette  une  solution. 
Réciproquement  si  celte  congruence  admet  des  solutions,  ce  ne 
peuvent  être  que  des  nombres  impairs  et  si  2  a  4-  i  est  une  de  ces 
solutions, 

p  =  (2,  a  -h  w)       p'  =  (2,  a  4-  w') 

seront  deux  idéaux  dillérents  premiers  qui  divisent  2)  p  et  p' 
sont  différents  car  leur  plus  grand  commun  diviseur  est 

(2,  a  4-  w,  a  4-  10',  2a  4-1,1)  =  (i). 

Faisons  i'hypolhèse  essentielle  d  ^  i  {9.]  et  posons  [-  )  =  -f-  i  ou 

—  I  suivant  que  x-  —  f /  =  o  (8)  admet  une  solution  ou  non. 
p  ^=  2  se  décompose  dans  le  corps  K  (\  m)  suivant  que 

(f)  =  -    ™    it)  —  '- 

On  voit  d'ailleurs  facilement  que  f    )  =:=  -4-  i  pour  m  ^  i  (8) 

V      / 

et  r  J  =  —  I  pour  m  =  5  (8). 

Enfin  soit  p  un  nombre  premier  impair  qui  divise  m,  x  ^  o  (p) 
est   une  racine  double   de  la   congruence  x-  .  d  ^  o  (p)  et  l'on 

pose  {j)  =  o. 

p  =  (p,^'m)       !>'=  (y,.  _  ^V/i) 
sont  des  idéaux  premiers  qui  divisent  p,  et  comme  p  —  p'  on  a 

(/'   =  p-. 
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poul 

pic  ni 

Irc 

pour 
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P      •■2 

=  "—  + 

G5 


On  voll  qu'ici  encore  les  diviseurs  du  dlscriminanl  du  corps 
sont  les  carrés  d'un  idéal  premier. 

En  réunissant  ces  3  cas  on  voit  que  : 

Théorbme.  —  Dans  le  corps  A(v  7n)  de  discriminante/ un  nombre 
entier  rationnel  />  est  é^^al  au  produit  de  deux  idéaux  premiers  con- 
jugués mais  dillérents,  où  est  le  carré  d'un  idéal  premier,  ou  enfin 
ne  peut  se  décomposer  suivant  que 

(p)=-  (;')=o  ™  if)—'- 

Nous  apprendrons  plus  loin  à  calculer  le  symbole  y    \  comme 

application  de  la  loi  de  réciprocité  quadratique,  mais  il  nous  est 
possible  de  donner  dès  maintenant  quelques  exemples. 
Corps 

(K.  / —  5)       m  =  —  5       f/  =  —  2o 

les  nombres  2  et  5  sont  les  seuls  facteurs  premiers  du  discriminant, 
•ces  nombres  doivent  donc  être  divisibles  par  les  carrés  d'idéaux 
premiers.  El  en  elTet 

{'!)  ==(2,1+  v^^r5}2        (5)  =  y^^j^ 

La  congruence  x-  4-  5  =  o  (/i)  admet  des  solutions  pour  /)  --^  3, 
7,  23  ...  elle  est  impossible  pour  ;>  =  ii,  i3,  i-,  19  etc.,  on  a 
donc  les  décompositions 

(3)  =  (3,  ,  +v/_5)!3,  i-vo) 
(7)  =  (7'3  +  v/-5)(7.  3-\'5) 
(23)  =  (23,  8  +  v/- 5)  (33,  8  —  v/^^) 

tandis  que  (11)  (i3)  (17)  (19)  représentent  des  idéaux  principaux 
du  second  degré. 
Corps 

K  (v^35)         m  =  35         f/  n=  140. 

(')  IIiLBERT.  —  Zahlbericht,  O61,  p.  aS'i. 

SouMEB.  —   Théorie  des  nombres.  -5 
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Les  nombres  premiers  contenus  dans  le  discriminnnt  sont  2,5, 

7  cl  par  suite 

(j;  =  (2,  I  -1-  v'Sof 
(3)  =  (5,  v/35)'^ 
(7)  -  (7.  v/35)-^ 

La  congrucncc  x^  —  ^53  =  o  (p)  admet  des  solutions  pour 
!>  =  i3,  17,  19  etc.,  elle  csl  impossible  pour  /)  =  3,  11  etc.,  on 
a  les  décompositions 

(i3)  =  (,3,  3  -h  v^35)  (i3,  3  -  /S) 
(17)  =  (i-,  I  +  ^35)  (17,  I  —  /35) 
(19)=    ,r,,  /i4-;':j5)  (19,  ^  — /3o) 

(3)  et  (i  i)  sont  des  idéaux  premiers  du  second  degré. 

15  Le  théorème  fondamental  des  formes  linéaires.  —  Nous 
allons  exposer  un  llirorème  que  nous  appliquerons  souvent  dans  la 
suite  et  qui  est  dû  à  M.  Minkowski.  Ce  théorème  permet  de  ramener 
à  un  principe  fondamental  et  unique  toute  une  classe  de  recherches 
de  la  théorie  des  nombres,  ainsi  que  M.  Minkowski  l'a  montré 
dans  son  très  intéressant  livre  «  La  Géométrie  des  Nombres  ) ,  Leipzig 
1896,  auquel  je  renvoie  volontiers  le  lecteur. 
Tout  d'abord  fixons  quelques  dénominations  utiles  : 
On  appelle /o/7»(?  linéaire  cl  honioghie  à  n  variables  une  expres- 
sion de  la  forme 

où  «,  ...  a„  sont  des  constantes  et  aï,  ...  x,,  des  variables.  Lorsqu'on 
a  un  svstcme  de  n  formes  linéaires  et  homogènes  à  n  variables 

i  [)Our  /  =  I,  2,  ...  n)  le  déterminant  des  n-  coefficients  de  ces 
formes 

s'appelle  le  déterminanl  des  n  formes. 

Le  théorème  de  M.  Minkowski  s'énonce  alors 
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Théyrèmc  I.  —  Si 

/.  =  a.i^'i  -t-  QiP^t  -t-  ...  -+-  cr.vT,,  (/  =  i,  2,  n) 

sont  n  formes  linéaires  et  liomogènes  à  coefficients  réels  et  de 
déterminant  égal  à  -h  i ,  on  peut  toujours  trouver  n  valeurs  ration- 
nelles entières  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  pour  x,  ...  x„  telles  que 
la  valeur  absolue  de  chacune  des  formes  y  devienne  ■<  i.  C'est- 
à-dire  telles  qu'on  ait  à  la  fois 

1/,  I  <  r  |/J<  I  .../„<  !.(•) 

La  démonstration  que  nous  allons  donner  est  due  à  M.  Ililbert, 
qui  a  eu  la  bonté  de  la  mettre  à  notre  disposition.  Il  l'a  donnée 
dans  un  cours  fait  à  l'Université  de  Konigsberg  pendant  l'hiver 
1890-91.  Je  me  contenterai  de  donner  la  démonstration  pour  le 
cas  de  n  =  3,  car  dans  ce  livre  nous  n'appliquerons  le  théorème 
de  MinkoAvski  que  pour  n  =  2  et  n  =  3  et  que  d'ailleurs  le  cas 
/!  n=  3  présente  déjà  la  démonstration  dans  son  caractère  de 
généralité. 

Démonstration  :  Nous  l'établirons  en  trois  poinls; 

I.  INous  prendrons  comme  ybrme  normale  pour  3  formes  y, /"^ /^, 
le  système 

/i  =  ?-        fi  =  /,'        fi  =  Cl.T,  +  c^x,  +  hji.^j; 

OÙ  hy  h.^  sont  des  entiers  rationnels  et  c^  c.^  des  nombres  réels  quel- 
conques. Nous  ne  reslreindrons  pas  la  généralité  en  supposant  /j^ 


(')  MiKKOvvsRi.  —  Geoin.  d.  Zahlen.,  p.  lo'».  Dans  l'ouvrage  de  M.  Minkowski,, 
ce  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  géométrique  général  sur 
un  corps  complètement  convexe  ajant  un  centre  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Je  ne  puis  m'empêcher  d'énoncer  ce  théorème  en  le  particularisant  à  la  géo- 
métrie plane  et  en  anticipant  sur  la  notion  de  réseau  de  nombres  que  j'exposerai 
dans  la  3*  partie  de  ce  livre. 

Dans  un  réseau  de  nombres,  dont  la  maille  fondamentale  a  un  contenu  égal 
à  I,  supposons  qu'on  ait  tracé  une  ligne  convexe  fermée  qui  ne  se  recoupe 
nulle  part  (par  exemple,  un  polygone)  et  telle  qu'un  sommet  du  réseau  soit 
centre  de  la  ligne,  et  de  façon  que  cette  ligne  ren.''crme  une  surface  simplement 
connexe.  Si  l'atire  de  ce  domaine  est  égale  à  4,  il  v  aura  à  l'intérieur  du  con- 
tour ou  sur  le  contour  outre  le  centre  aa  moins^  ua  autre   sommet  du  réseau^ 


(uS  TIIÉUUIË    DES    SOMIUirS 

A^eiiliors  j)Osilirs,sans  quoi  on  reiiijjlacerail  .r,  par  —  x,.  Nous  allons 
d'abord  démonlrer  que  le  ihcorèmc  esl  vrai  pour  la  forme  normale. 
Prenons  pour  x,  un  nombre  du  svstcmc 

orb  I  ±:  a  ...  ±  ''' 


ou  du  syslcmc 


O  ±    I    ±  3    .. 

1 

0  ±  I  ...  ±    - 

2 

2 

sui\anl  que  //,  csl  pair  ou  impair  el  en   même   Icmps  pour  x^  un 
nombre  de 


ou  de 


suivant  que  /t,  est  pair  ou  impair,  nous  aurons    /ii  -H  i)  (A^  -h  i  ) 
svslèmcs  de  Nalcurs  de  X\   el  de  x.^  pour  lesquelles 

I  /",  1  <  i    ou    <  -  -+-  -,-     et      I  A  I  <:  '  ou  /.,  <  ^  -1-  - .    . 

A  chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  de  Xx,  x.>  nous  pouvons  faire 
correspondre  une  valeur  entière  et  rationnelle  de  x.^  telle  que 


ait  une  valeur  comprise  entre  o  et  hji.^,  car  en  effet  il  est  possible 
de  choisir  x^  tel  que 


c.x,  -4-  c.,x 


M. 


soit  une  fraction  positive  comprise  entre  o  et  i  et  alors 

Hépartissons  donc  les  (A,  -+-  i){h.-h  i)  valeurs  de/,  suivant  leur 
grandeur  dans  les  intervalles  oài,  làs,  2à3.,.  etc.,  de 
hjh  —  là  lijii,  les  (/i,  H-  1    (/i^  +  2  1  valeurs  seront  réparties  dans 
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dans  //,/i,  intervalles,  Il  y  aura  donc  dans  an  moins  un  inlervalle 
plus  d'une  valeur  de  J .. 
Supposons  que  pour 

X,  =  Oi       Xi  =  a- 
les  valeurs 

et 

/;  =  c,a/  -H  c,a.;  -4-  hju  a,' 
soient  dans  un  même  intervalle,  alors  il  est  évident  que 

l/s'-//l<' 

ou  que/,  <  I  pour  les  valeurs  non  nulles 

Xi  —  a,  —  al  (j  =  I  .  2  .  3) 

el  en  tenant  compte  de  la  façon  dont  on  a  déterminé  ai.a..,  a/,  a/, 
on  a  en  même  temps 

I  a,  —  a/  I  /i,  <  I  OTo  —  a/  |  <  h., 

et  par  suite  on  a  aussi  pour 

a-,  =  a,— a/       et      x,  =  a,— a;'        1 /.  |  <  i  1 /i  1    <'• 

Le  théorème  est  donc  démontré  pour  la  forme  normale. 
2.  Soient 

fi  =  aax,  -i-  a,,x.,  4-  a,3rr,  (i  =  i  .  2  .  3) 

trois  formes  linéaires  à  coefficients  réels  quelconques  et  de  déter- 
minant A  =  +■  I ,  nous  sommes  conduits  à  transformer  cette  forme 
en  forme  normale  par  une  substitution 

^.  =  hjr  +  i^j-2  +  ky.  («•  =  I  ■  2 . 3)  (S) 

Si  l'on  remplace  les  x^  on  obtient  des  formes  en  y  de  déterminant 
A.,  qui  d'après  un  théorème  connu 

Ay  =  («M.   «ii-   ^ii)   ClP   ^^i-    '33)   =    ï     (^l'    '22,    '33) 
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et  pour  que  le  détcrniinanl  des  y  soit  égal  à  i,  il  faut  que  la  subs- 
titution (S)  soit  uno  substitution  unité,  c'est-à-dire 

Si  de  plus  les  /,.  sont  des  entiers  rationnels  de  déterminant 

('.../...  U=  • 

les  formules  (S)  font  correspondre  des  \aleurs  entières  de  y  à  des 
valeurs  entières  de  jc  et  réciproquement.  Puur  que  la  subslilulion 

unité  (S)   transforme/,  en','  il   faut  que  les    /.^   satisfassent  aux 

"1 

équations 

"1 

(3)  «n'u  ^-  «i.^î  +  an'aî  =  0 

Il  serait  facile  de  déterminer  /,/,.  comme  nombres  entier.?  satisfai- 
sant à  ces  équations,  dans  le  cas  où  a^^a^^a^^  pourraient  être  sup- 
posés rationnels  et  premiers  entre  eux,  ou  si  l'on  admettait  qu'ils 

ont  un  fadeur  rationnel  commun  .  .  11  n'est  pas  nécessaire  que  les 

a  satisfaisant  à  ces  hypothèses  en  général,  car  on  peut  trouver  des 
formes  qui  satisfassent  à  ces  conditions  et  qui  diffèrent  des  formes 
données  d'aussi  peu  que  l'on  veut.  Cela  résulte  de  ce  qui  suit. 

Soit  a^^a.,^  —  <*ai«iî  ^6  déterminant  mineur  de  0^3  et  qui  n'est  pas 
nul,  soit  0^  une  quantité  donnée  quelconque  positive.  On  peut  tou- 
jours trouver  une  quantité  e  <^  â  telle  qu'après  une  variation 
des  coefficients  a|,a,2  ...  Œj^  d'une  quaiilité  <  c,  il  sufhra  de  faire 
varier  a^.^  d'une  quantité  au  plus  égale  à  c?  pour  que  le  déterminant 
Al  de  la  nouvelle  forme  soit  aussi  égal  à  -+-  1 .  En  elTet  si  cliaque 
coefficient  fl,A  varie  de  £,;.  <  i,  et  si  l'on  suppose  donnés  tous  les 
£ifc  sauf  £33,  la  condition  Ai  =  i  donne 


"  («il    -    Sl-««— -^ït    •••) 

OÙ  Aj],  A,j  sont  des  nombres  qui  dépendent  des  coefficients  a  et 
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Iteul-cUe  aussi  des  e,/..  Si  l'on  désigne  par  £  la  plus  grande  des  Na- 
riations  £,a,  on  a 


< 


(a,,  a^a) 


où  A  est  une  quantité  qui  dépend  des  coefficients  a  et  de  nombres 
déterminés,  |  C33  |  sera  <<  cJ^  dès  que  £  satisfera  à  la  condition  lou- 

jours  possible  -t-t — - — r-r  <<  <?  et  réciproquement. 

Ceci  posé,  on  fera  varier  les  coefficients  an  an  «,3  delà  première 
forme  /i  le  moins  de  £  de  façon  que  les  coeiricienls  nouveaux 
soient  des  nombres  rationnels  de  la  forme 

/t,,  /t,^  /|^3 

II'  h'  h'  ' 

Puis  on  multipliera  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces 
fractions  par  une  puissance  assez  élevée  de  l'entier  h^JiiJii^i  =  II 
pour  que  les  expressions 


Hn_/'nn"±:i 

II, 

hyM'^ 

"n  _  ^aH" 

/i,    ~         h'IÎ" 

Ih 

—      h'Il" 

/i,  ~"  /l'H'' 

diffèrent  aussi  de  «,,  a,^  0,3  de  moins  de  é.  II,,  H,2  Hjj  n'auront 
certainement  pas  de  diviseur  commun,  on  appliquera  la  substitu- 
tion (S;  à  la  forme 

Il.t  II.2  Hl3 

?^  =  7^  ^'  +  h'  ^^  +  j[  ^3 

•et  aux  formes  /^/a,  et  on  déterminera  les  1^^  de  telle  sorte  que 
,/,,  /^2  l^.^j  =  I,  et  de  plus 

(i«)  II,j/,,  +  H,,/„  +  UJ,,  =  I 

(Sa)  H,,/,3    H-Hi,/23H-II,3/,3   =  0. 

On  peut  toujours  déterminer  pour/,  2  lu  ^2  •••  4»  des  valeurs  jation- 
nelles  entières  satisfaisant  à  Çia]  (Sa).  On  en  tire  alors 

"13  ^^^  '  \'i2'23        'is'ja) 


i3?'i 
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oïl  /  Cbl  an  cocfficienl  de  propoiiionnalilé  rationnel.  Mais  comme 
H,,,  IIi^,  11,3  sont  premiers  entre  eux,  /  ne  peut  être  que  l'inverse 
d'un  nombre  entier,  on  peut  par  avance  admettre  qu'on  a  choisi 
pour  les  /des  nombres  entiers  premiers  entre  eu\  de  faron  que 
/:=  I.  On  pourra  alors  satisfaire  à  ^i„)  par  les  valeurs /,,/,, /,,, 
sans  diviseur  commun,  car  la  congruence 

admet  des  solutions. 

Les  valeurs  des  /,/,  ainsi  choisies  satisfont  à  (/,,  / .,  /^;)  =  i 
comme  il  résulte  des  équations  (i ,)  et  (4)  lorsqu'on  lait  /  =  1 
dans  ces  dernières.  Supposons  que  la  translurmalion  (S)  nous  ait 
donné  les  trois  nouvelles  formes 

J'   ~  Aj 

h'  =  kjt  -+-  b,,y,  -+-  633,1 

On  déterminera  tout  d'abord  un  £,  <  i  tel  qu'à  des  variations 
des  coeflicients  6,,  b.,,  b.,^  des  quantité  -^  0,  correspondent  pour  les 
coefficients  antérieurs  a  des  variations  <  î.  On  donnera  aux 
6^,  i.o  b.j^  des  variations  <  £,  et  on  obtiendra 

,       II.,,  II,  Il 

où  Hj2  11^3  n'ont  pas  de  diviseur  commun  et  où    H  ,.   II,,,   H,^, 

/^  sont  des  entiers  rationnels,  tandis  *,|^' etc.,  dini-rent  dès  b,  de 
moins  de  £1. 

On  appliquera  ensuite  aux  formes  /,',  'j/,/,  une  substitution 
entière  (S'; 

S'  ly-2  —  "»i,-,  -^  '"i.'i  -h  0^3.-, 

telle  que  m.^.jnj.^  —  m^^m.,..  =  -+-  i  qui  satisfait  aux  trois  condition» 
suivantes. 

('■')  J'ii  -^  "...^"',,  -+-H,,m3,  =0 

l^i)  IL,m^,  4-  II,_^/H^,  =  o 

i^à)  Il,j»„  +  II,, m  ,  =  o 
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On  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  des  m^,  m.^,  entiers 
satisfaisant  à  (u),  de  plus  d'après  la  dernière  équation  on  peut  faire 

mais  comme  11,^  11.^  sont  premiers  entre  cu\  on  peut  déterminer 
m^o  ni_..2  satisfaisant  à    2/^)  et  par  suite  à 

La  substitution  (S')  nous  donne  alors 

/•" .  ^-j 

On  |)eut  dire  que  les  formes/ï/^' résultent  par  la  substitution 
(SS  )  des  deux  formes  ©i  et  (^-y  qui  de  leur  côté  proviennent  des 
formes  primitives  y',  /^  par  les  variations  des  coefficients  a^^  a,^ 
n^,.  r/,|  rt^2  a^^  <^  £.  Si  de  plus  on  fait  varier  les  coefficients  de  la 
o'  forme  primitive/j  de  quantités  <  £  et  r),  de  façon  que  les  coefiî- 
cients  soient  rationnels  et  le  déterminant  rV  =  +  i  on  obtient  nnc 
forme  ç/g,  laquelle  par  suite  de  la  svd:>stilution  (SS')  devient 


■i*-3 


car  le  déterminant  A^  de  (SS')  est  égal  à  i.  Il  faut  donc  passer 
de  o"  l\fj'  par  des  variations  <  £■>. 

Nous  avons  démontré  que  le  théorème  de  Minkowski  est  vrai  pour 
les  formes  fl  fl  fl-  Au  moyen  des  substitutions  (S)  et  (S')  on  obtient 
des  valeurs  de  a;,  x.,  x^  telles  que  le  théorème  s'applique  aux  formes 
c,  c.  'jj,  plus  il  ne  nous  reste  qu'à  démontrer  que  le  théorème  est  vrai 
pour  les  formes  primitives,  lorsqu'il  est  vrai  pour  des  formes  qui 
en  découlent  par  une  variation  aussi  petite  que  l'on  veut, 

o.  Faisons  varier  les  coefficients  des  formes/, /^ /s  de  quantités 
<^  r}  de  façon  que  leur  déterminant  reste  fini  et  ne  devienne  pas 
nul,  et  résolvons  les  équations  -p,  =  «',  {i  =  1.2.  3)  pour  des  lUi, 
donnés  situées  entre  —  i  et  +  i,  par  rapport  aux  x,  toutes  les  va- 
leurs des  I  X  I  seront  inférieures  à  un  nombre  fini  donné  b  dif- 
férent de  zéro.  Mais  comme  il  n'y  a  qu'un  nombre y?/u*  de  nombres 
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rationnels  entiers  <;  b,  il  n  y  a  (ju'un  nombre y?/i/ de  combinaisons 
X*,  Xjj  j:^  pour  lesquelles 

I  ?.   K   •    l?J  <  •    I  'fa  i  <:   »• 

XtlnieHons  qu'aucun  de  ces  systèmes  ne  nous  donne   \  /,  \    -<  i 
on   aurait   pour  l'un    au    moins  des    iornjes    primitives    soit  f,^ 
I  /*  I  =  1  -+-  /  avec  /  i)ositir  et  alors  si  l'on  pose 

'  <  S.  (JM 

où  .M  c>l  la  valeur  absolue  du  })lus  grand  coefficient  a^^  et  où  G  a 
la  signification  indiqué  plus  baut  on  aurait  toujours  «p^  >>  i  c'csl-à- 
dirc  que  le  tbéon'nie  ne  serait  [)as  vrai  pour  les  formes  qu'on  a 
fait  varier  de  quantités  <;;  f).  Mais  on  a  démontré  que  le  théorème 
est  vrai  jjour  ces  formes  il  y  a  donc  un  système  de  valeurs  de  nom- 
bres entiers  rationnel?,  tels  que 

!/.  K',     1/,  K',     1/3    '<i. 

En  général  on    applique    le   théorème  de   Minkovvski   sous   la 
forme. 

Tlu'orème  ]\.  —  Soient 

/  =  ftitJ'i  -^  aij^i  4-  ai.,x^  (i  =  T,  2,  3) 

trois  formes  linéaires  à  coefficients  réels  et  à  déterminant  positif, 
et  soient  w.,,  ir.>,  xv.^  trois  nombres  positifs,  dont  le  produit  u\, 
<''2,  "'3  =  A  mais  qui  peuvent  être  quelconques,  on  j)eut  toujours 
trouver  trois  entiers  rationnels  :ci,  x.^,  x^  pour  lesquels 

\IA<^i>        \Ji\<  «'-2.  /i  !  <  '"3 

le  théorème  se  déduit  immédiatement  du  premier,  il  suffit  de  poser 

/i  =  "'.?!       /i  =  "'aÇi       I-.  =  "'sra 

alors  çjj,  îPi,  Yi,  dont  trois  formes  réelles  de  déterminant  A  =  i. 
On  peut  donc  trouver  trois  valeurs  entières  x^,  xi,  x^  telles  que 

.  ri  1  <  I,  I  ?i  i  -^  1,  I  rj  i-<  i 
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et  pour  ces  valeurs  des  variables  on  a 

l/l    I  ^'«^i.  l/i   I  ^'i».,  Ifs   1  ^'<^.. 

Finalement  si  l'on  résout  les  trois  équations  fi  =z  Ci  de  délcrmi- 
nant  A  =  i  par  rapport  aux  inconnus  j?,,  x.^,  x^  on  a  le 
Théorème  III.  —  Si  les  trois  formes  linéaires 

Xi  =  A,,C,   H-  A,^;CJ  H-  AijCj  (t  =    I    .2,3) 

ont  des  coefficients  réels  de  déterminant  -+-  i ,  il  est  possible  de  dé- 
terminer pour  c,,  Ci,  C3  des  valeurs  réelles  comprises  entre —  t 
et  -+-  I  telles  que  x,,  X2,  x^  deviennent  des  nombres  entiers. 

16.  Idéaux  équivalents.  Classes  d idéaux  des  corps.  Défi- 
nition. —  Deux  idéaux  du  corps  sont  ôïts  t'^iuivalenls  et  on  écrit 

lorsqu'on  peut  trouver  deux  nombres  du  corps  7,  et  j3  tels  que 

(3)  a  =  W  ^ 
ce  que  nous  conviendrons  d'écrire 

et  nous  appellerons  ^  le  quotient  des  deux  idéaux  a  et  6. 

r 

Lorsque  a  est  un  idéal  principal  on  écrit  rt  ^^^  (i). 
De  la  définition  il  résulte 

1 .  Si  a  3^  6  et  è  =^  c  a  s>o  c. 

2.  Si  a  s>o  6  et  c  s:vs  b  on  a  aussi  ac  =  t»b. 

3.  Si  tt  et  B  sont  deux  idéaux  équivalent  et  s'il  existe  un  idéal 
tel  que  ne  soit  un  idéal  principal  ^c  est  aussi  un  idéal  principal. 
Kummier  avait  pris  cette  propriété  comme  définition  de  l'équiva- 
lence et  c'est  sous  cette  forme  qu'on  l'emploie  pour  reconnaître  si 
deux  idéaux  sont  équivalents.  En  effet  ces  deux  définitions  revien- 
nent au  même  car  si 

ac  ^vs  6c 

on  a 

n  {n  (c))  c>vî  6  nt) 
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c'esl-à-diic 

n  --^-  b 

l\.  Si  oc  ,^-  bb  't  si  n  .^'  \}  aussi  c  7^-  b. 

5.  Si  n  :>c  b  on  aussi  n'  j>o  U  car  n((i)  rvs  /«(b)  c'est  sur  la  no- 
tion d'éfjuivalencc  que  nous  fonderons  la 

Dcfiiiilion.  —  Tous  les  idéaux  cnjuivalenls  à  un  idéal  donné  for- 
ment une  classe  a'idéaux. 

D'après  cela  chaque  idéal  détermine  une  classe  d'idéaux  qui  con- 
tient une  inlinilé  d'idéaux.  Ge[)endaiit  la  déliniliun  est  justifiée  par 
ce  fait  que  tous  les  idéaux  d'une  même  classe  nous  donnent  toujours 
la  mônif  classe.  Tous  les  idéaux  piiucipaux  sont  équivalents  à  l'idéal 
(i;  et  forment  ensemble  la  classe  principale. 

Nous  emploierons  les  majuscules  latines  k,,  K^,  Kj  pour  désigner 
les  classes  d'un  corps,  en  particulier  la  classe  principale  s'écrit  K=  i . 
Soit  û  un  idéal  de  la  classe  K,  a,  un  idéal  de  la  classe  K,,  b  ^aa/  un 
idéal  de  la  classe  K,  nous  écrirons  symboliquement  k^  =  Kk,.  Nous 
pourrons  donc  faire  des  produits  de  classes,  en  remarquant  qu'en 
particulier. 

K  =  I  X  k. 

.\  chaque  idéal  a  on  peut  faire  correspondre  d'une  infinité  de 
manières  un  idéal  Hj  tel  cidi  soit  un  idéal  principal.  Achaque  classe 
k  on  peut  faire  correspondre  une  classe  k,  et  une  seule  telle  que 
kKj  ==  1 .  Les  deux  classes  k  et  k,  sont  dites  réciproques  l'une  de 
l'autre  et  on  écrit  k,  =  k  "'  k  =  k,~'. 

Enfin  on  peut  étendre  l'Idée  de  division  au  calcul  des  classes 
d'idéaux  une  classe  k  de  A"  corps  est  dite  d icisib le  ^tir  une  classe 
K^  du  même  corps  lorsqu'il  existe  dans  k  une  classe  d'idéaux 
kj  tel  que  k  =  k,k^. 

Nous  pourrons  dénombrer  les  classes  d'idéaux  grâce  au  théorème 
suivant  : 

Théorème  fondamenlal.  —  Le  nombre  des  classes  d'an  corps 
(jiiadrati(jae  est  toujours  fini  ;  car  il  y  a  toujours  dans  une  classe 
d'idéaux  au  moins  un  idéal,  dont  la  norme  est  inférieure  ou  au  plus 
égal  à  I  v/J  I . 

Pour  le  démontrer  nous  établirons  d'abord  le 
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Lemme.  Dans  chaque  idéal  a  du  corps  K  de  discriminanl  (/  il  y  a 
toujours  un  nombre  a  dont  la  norme  est  en  valeur  a])solue 

Démonstralion.  —  Supposons  cju'on  ail  \)vh  pour  a  la  repré- 
sentation canonique 

si  le  corps  est  réel  nous  poserons 

,j.  S /.=-'•'■  =^  ('1  +  '»/ 

^  J'i-^  '•'•  ±  ('i  -+-  ij^'jy 

s'il  est  imaginaire 


(,„  ,      >  ^ 


et  nous  choisirons  le  signe  +  ou  —  de  telle  sorte  que  le  détermi- 
nant de  ces  formes 

A  =  w,  \sd\=\  n(a)\/d\. 

De  plus  dans   le  cas   011   le  corps  est  réel,  soient  /-,,  •/.<  deux 
nombres  réels  positifs  tels  que 

x,x,  =  I  n(a)x'd  1 

et  de  plus  si  le  corps  est  imaginaire,  soit 


D'après  le  théorème  de  Minkowski  il  existe  des  nombres  ration- 
nels entiers  différents  de  zéro  pour  lesquels 

1/.  !<■-.  1/.  K-"-. 

dans  le  cor[)s  réel  il  suffit  de  prendre   a  =y,,    a  satisfait  à  la 
condition  car  a  est  un  nombre  de  l'idéal 

«'=/,       et       ia(o.)|<  |«(a)v/til. 
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Dafis  le  c;»>  An  cfips  imaginaire 

est  un  nombre  lomplissant  les  conclil"M>n>  de  l'énoncé,  car  a  oal  un 
nombre  de  l'idéal  cl 

Cl  de  plus 

1  "  (»)  I  =  3  i/î  +/5 1<  3 1  >^?  ^-  >^n  <  >^'  <  I  "(o)  v^^  !• 

Rcmarcjnc.  —  Le  ihéoivmc  est  évidemment  vrai  pour  un  idéal 
principal  o  =  (a)  il  y  a  donc  toujours  dans  le  corps  k  nn  nombre 
^  o  et  de  =t  I , }.  lel  que  [  n  ().)  ]  <  ]  v^rf  |. 

Démonslnillon  <hi  llu'orèmc  fondamental.  —  Soit  n  un  idéal  de. 
la  classe  A,  et  a  nn  nombre  de  a  satisfaisant  à  |  n  a  [<{/?((!  s^d\. 

Dans  la  classe  B  réciproque  de  A  il  y  a  un  idéal  b  lel  que 
n  .  b  .  =  (a)  mais  à  cause  de 

/j(n    n{b)^n{z)<^  \n{tt)  \  fd  \ 

il  en  résulte 

n(6)<  \s'd\. 

Il  y  a  donc  dans  lu  classe  B  un  idéal  dont  la  norme  <  J  v^</ 1  si 
l'on  intervertit  A  et  B  on  a  le  résultai  pour  A. 

\d  est  fini,  et  il  n'  \  a  qu'un  nombre  fini  d'idéaux  différents  dont  la 
norme  ne  dépasse  pas  un  nombre  donné,  il  en  résulte  que  le 
nombre  des  classes  d'idéaux  est  fini  et  qu'il  est  certainement 
<2iv'c/l. 

Nous  emploierons  constamment  la  lettre  h  pour  désigner  le 
nombre  des  classes  d'idéaux,  c'est  là  une  constante  importante  du 
corps,  nous  allons  rechercher  sur  des  exemples  sa  détermination 
pratique. 

Pour  décider  si  deux  idéaux  sont  équivalents  nous  appliquerons 
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le  théorème  :  si  n  cl  0  sont  équivalents  et  si  c  est  tel  qne  ne  soit  un 
idéal  principal,  bc  est  aussi  un  idéal  principal. 
Exemples  pour  l'équivalence  : 

1 .  Dans  /.•  \^^'5  on  a 

(.,,  ,  ^^'^^5)^.  (3.  I  -hv'5)'f'(i) 
car  si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équivalence  par 

(:>.  I  -  v'5) 
il  vient 

(3,  I  +  v'=^)  (3,  I  -  /5)  =  (3)  =v.  I 
et 

(a,  I  -t-  /:r3)  (3,  I  -  s/^T^)  =  (i  ^  v/^^)  ^  I. 
De  plus 

(3,  I  -+-  s^—5)  =v=  (3,  I  —  y/^T-S) 
car 

(3.  I  4-  /— 5)^  =  (2  -  v/=r5)  .^^  i. 

2.  Dans  le  corps 

K  {V—  23)  w  =  —^ — — 

(2,  f")  4^  (2,   w') 

car 

(a,  Oj)'  =  (J\,   2w,  —  G  4-  w)  =  (4,  2  —  lo)  ^  I 

tandis  que 

(a,  a>)  (2,  cù')  =  (3)  s>o  I 

par  contre 

(3,  w)cv3(a,  w') 
car 

(3,  to)  (2,  lo)  =:  (6,   3w,  2  u),  w')  =  (w)  sv:;  I 

et 

(2,   co)  (2,   U>')  =   (2). 
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3.  Dans  le  corps  A  (\  .li) 


car 


par  conlie 


(3,  I  +  ^3iV-  ^  (9,  2  —  V  3i)  -k  I 
(3,  I  -+-  v3i)  --^-  (5,  I  -H  v3i) 


car 


(3,  I  -h  /3i)    5,  I  —  v3i)  =  (li  +  s^i) 
et  de  là  il  résulte  évidemmi^iit 

(3,  I  —  »'3i)  rv;  (5,  î  —  V  3i  ). 

Exemples  pour  la  recherche  du  nonihrc  dos  classes. 

L'algorithme  d'Euclide  pour  la  recherche  des  di\iseurs  s'applique 
aux  corps 

K  (y/^n)    K  y~2)    K  (v/^^). 

Tous  les  idéaux  de  ces  corps  sont  des  idéaux  principaux  et  par  suite 
le  nombre  des  classes  dans  ces  corps  est  égal  à  i . 

I  a.  Pour  le  h  (\/ —  5  on  a  />j  =  —  5^3  (  'j),  <(  =^  —  20  et 
j  y'a  I  <;  3  les  nombres  2  et  3  peuvent  èlre  décomposés  et  on  a 

(a)  =  (a,  1  +  v'—  5)  (2,  —  I  +  vd)  =  ci  •  û'  .  ,  0  =  a'    et    n  (0)  =  2 
(3)  =  (3,  1  -h  v' —  5)  (3,  —  I  -+■  V  —  5;  =  b  .  b  ,  n  (b)  =  3. 

Nous  avons  démontré  que  tout  idéal  du  corps  est  équivalent  à 
l'un  des  idéaux  1)  n,  6,6'  car  ce  sont  les  seuls  idéaux  dont  les  normes 
ne  dépassent  pas  v  5.  Mais  comme  on  a  montré  que 

n  .-vr  6  --v:  6    +  (1) 

le  nombre  des  classes  du  corps  A  =  2  et  ces  classes  sont  détermi- 
nées par  les  idéaux  (1)  et  (2,  i  -+-  v'—  5). 

2a.  Pour  le  corps  k{\f—  aS)  m  =  1  {'1    par  suite 

d  =  —  20       et       I  V  (i  I  <<  5. 
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Les  nombres  2  .  .i  .  \  .  sont  décomposablcs  en  facteurs  qui  ne  sont 
pas  des  idéaux  principaux 

(2)  =  (2,  (.»)  (2,  to')  ^=z  (t  .  tt'       et       n  (ti)  =  2 

(3)  =  (3,(o)(3.  0/)  ^b  .  6'       et       /((())  =  8 

on  a  vu  que  a  ^^  U'.  n'  ^^^  6  et  a-  =^^  n 

le  nombre  des  classes  est  A  =  3  et  l'on  peut  représenter  ces  classes 
par  (i),  it,  a- ou  (i),  6',  b'^  ou  (i),  a,  a  . 
3a.  Soit  le  corps 

K(v/79)       m  =  3(/i)       f/  =  3i6       et       |  y/^/ |  <  18. 

Parmi  les  nombres  premiers  rationnels  plus  petits  que  18,  2  . 
3  .  5  .  7  .  i3  se  décomposent  11  et  17  ne  se  décomposent  pas.  On 
trouve 

(2)  =  (9  +  v/79)  (9  —  /79) 

(3)  ==  (3,  I  +  v/79)  (3,  I  —  v'79) 
(5)  =  (5,  2  +  v/79)  (5.  2  —  v^T^) 

(7)  =  (7.^  +V/79)  (7»  A  — v'79) 
(i3)  =  (i3,  I  +v/^(i3,  i-V^^). 

Un  calcul  simple  donne  les  égalités  idéales  suivantes 

(3)  (5,  2  +  v/^)  =  (8  -  v/79)  (3.  I  -  s/Ï9) 
(3)  (7,  4  +  \/79)  =  (10  —  \/']g)  (3,  1  -h  v/79) 
(3)  (i3.  I  4-  v/^)  =  (35  -  4  v/79)  (3.  I  -  v/'79) 

de  même  que  celles  que  l'on  obtient  en  remplaçant  ^'79  par  —  v^T^- 
En  tenant  compte  des  résultats  obtenus  précédemment  on  voit 
que  les  classes  du  corps  l^^yo)  peuvent  être  représentées  par 

(i)  a  =  (3,  I  +  ^-jg)        a'  =  (3,  I  —  v/79) 

ou  par 

(i),  rt,  n-      ou       I,  a',  a-      et  que      h  =z  3. 

Remarque.  —  La  méthode  que  nous  venons  de  donner  suffit 
dans  la  pratique  pour  déterminer  h,  elle  est  suffisante  même  en 
théorie  pour  trouver  des  représentants  des  classes.  Il  existe  cepen- 

SoMMER.  —  Théorie  des  nombres.  6 
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dant  une  méthode  théorique  complète,  la  méthode  de  «  la  théoiie 
anal}  tique  des  nomhics  »  (anal)liclie  Zahlentheorie).  Cette  branche 
de  l'étude  des  nombres  a  été  fondée  par  Dirichlet  ('j  et  construite 
par  Dedckind,  Kronecker.  etc. 

Les  puissances  consécutives  d'un  idéal  non  principal  a 

n.  n'.  rt\  •■  n' 

sont  tous  des  idéaux  dillércnls  et  représentent  des  classes  correspon- 
dantes A,  A*,  A^  ...  Mais  comme  le  nombre  des  classes  est  lini, 
toutes  ces  classes  A,  AS  A^  ...  ne  peuvent  être  indéfiniment  dis- 
tinctes. Désignons  par  A"^'"'  la  première  classe  qui  coïncide  avec 
ime  classe  précédente  A"  on  a  A^^'''  =  A"  et  par  suite  A'*'  =  i  et 
on  voit  : 

i.  Les  classes  A,  A',  ...  A'''  sont  tontes  distinctes,  tandis  que 

AH''i  =  A',       A-^''i  =  A-.  etc. 

9..  Le  plus  petit  exposant  h^  pour  lequel  A'"'  =  i  est  un  diviseur 
de  /i,  car  si  n  et  Ui  sont  deux  entiers  inférieurs  à  /ij  et  si  l'on  sup- 
pose A"  =  A"'  il  en  résulte  A"'""  =  i  ou  h  =  /j,  —  /j  >  //,,  on 
aurait  donc  déjà  A"  =^  A""'''  ce  qui  est  contraire  à  Ihvpothèse.  Si 
les  classes  A,  AS  ...  A'''  donnent  toutes  les  classes,  on  a  /*,  =  //. 
Supposons  qu'outre  ces  classes  il  y  en  ait  d'autres,  et  soit  B  une 
classe  non  comprise  parmi  les  précédentes,  alors 

AB,  A^B,  ...  A'-iB 

représentent  des  classes  distinctes  entre  elles  et  distinctes  des  pré- 
cédentes si  les  classes  sont  épuisées  on  a  /i  =  2h,  sinon  soit  G  une 
classe  non  comprise  parmi  les  2I1  précédentes  et  distincte  de  B, 

alors 

AC,  A*C,  ...  V'-C 

représentent  encore  h^  nouvelles  classes  distinctes.  La  poursuite  de 
ce  raisonnement  montre  que  h  =  nh^. 

On  a  comme  conséquence  directe  de  ce  théorème  (^). 


(')  Voir  ses  œuvres  coaiplèles,  L.  1,  p.  Zb-  ff.  et  4ii  ff.  Voir  Baclimann, 
Théorie  des  nombres,  i.  III,  Analytische  Zahlentheorie,  Leipzig.  iSii'j.  Voir  aussi 
llilbert,  Zahlbericht,  §  79,  p.  7^- 

(«)  Ch.  Hekmitf.  —  Œuvres,  Paris  i(\oO>,  t.  1.  p.  27/,. 
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Théorème.  —  Si  ^  csl  un  diviseur  premier  de  la  forme  X'^  h-  mY\ 
[)Our  des  nombres  entiers  X,  Y  (c'est-à-dire  si  p  divise  X^  -l-  mY^) 
il  y  a  toujours  un  exposant  entier  c,  pour  lequel 

/j*'  =  X-  -+-  my'^ 

peut  être  satisfaite  par  des  entiers  rationnels  x  et  y. 

Nous  allons  montrer  qu'un  grand  nombre  de  théorèmes  de  la 
théorie  élémentaire  des  nombres  peuvent  se  généraliser  dans  la 
théorie  des  idéaux  ('). 

Nous  en  indiquerons  les  plus  connus. 

17.  La  fonction  ([>  (a).  —  Dans  la  théorie  des  nombres,  on  dé- 
signe par  39  (/t)  le  nombre  des  entiers  plus  petits  que  n  et  premiers 
avec  lui. 

Soit  (t  un  idéal  quelconque  du  corps  k  (v  »t),  nous  supposerons 
connus  les  facteurs  premiers  de  a,  et  nous  chercherons  le  nombre 
des  nombres  du  corps  qui  forment  un  système  complet  de  restes 
suivant  a  et  qui  sont  premiers  avec  a. 

Nous  représenterons  ce  nombre  par  le  symbole  <I>  (rt)  el  nous 
poserons  <I>  (o)  =  i  pour  a  =  (i). 

Tout  d'abord  soit  un  idéal  premier  ^  de  degré  un  et  cher- 
chons $  (y). 

On  aura  un  système  de  restes  complet  suivont  \s  en  considérant 
les  n  (p)  nombres  o,  i,  2  ...  p  —  i,  parmi  lesquels  o  seul  n'est  pas 
premier  avec  t^,  on  a  donc 

En  second  lieu  soit  ^  un  idéal  premier  du  second  degré,  un  sys- 
tème complet  de  reste  sera  représenté  par  r  -\-  s  .  oj  où  r  et  s  par- 
courent la  suite  o,  i,  -i  ...  p  —  i  ce  qui  donne  n  (^)  =y>^  combi- 
naisons. Parmi  ces  nombres  il  n'y  a  encore  qu'un  o  qui  ne  soit 
premier  à  p  et  nous  avons  encore 


Si  d'auU'c  part  ^  est  un  idéal  premier  du  second  degré  et  soit 


(')  DiiuciiLi:T-DEDEh.iND.  —  Yorles.  Supplément.  XI,  p.  564  et  GO7-573. 
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0  =:;:  \>'',  r  -+-  sùi  lurme  encore  uii  s>slème  com[)lel  de  restes  sui- 
vant \>'-  en  mettant  pour  /•  et  s  les  nombres  i,  2  .../>,  ...  />'  ce  qui 
donne  />-•  combinaisons.  Mais  [jarnii  ces  nombres  ceux  (et  ceuv-là 
seulement)  qui  sont  obtenus  en  remplaçant  dans  a  4-  b',),  a  et  b  h 
la  fois  par  deux  nombres  de  la  suite  ip,  Ap  ...  //'  '  .  p,  dans  toutes 
leurs  combinaisons  possibles  ne  sont  pas  premiers  avec  \>.  11  y  en 
a  p''"'  .  //""'  '-  /)-*''"",  on  a  donc  [Rtur  <l»  (n) 

.j.  {p'^)  ==  n  iv")  —  n  (V''—)  =  n  (p*)  (  i  -  ^^^^^ 

L'examen  d'un  idéal  j)rcmier  de  degré  un,  donne  le  même  ré- 
sultat, par  un  raisonnement  analogue. 

Pour  arriver  au  cas  général  nous  supposerons  <1'  (n)  connu  dans 
le  cas  Cl  =  p'f  ...  v'î"  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  rt  contient  n  fac- 
teurs premiers  différents  et  nous  allons  cherclier  à  déterminer  '^  (oi) 
dour  (»,  =  nv''  on  supposant  p  premier  avec  n. 

Supposons  n  mis  sous  la  forme  normale 

rt  =  [a,  a,  -h  Oj'- 

et 

^j'-  =  ((,  i,  +  i..<-o 

a  et  /  sont  certainement  premiers  entre  eux,  car  n  et  ^j  le  sont 

a,  =  ap''  =  {ai,  a  -+-  a.,i.^i'i) 

si  l'on  remarque  ((ue 

n(Oi)  =  /i(0)  n{p'')  =  ni,  a.J..^. 

On  obtient  un  système  de  restes  complet  suivant  n,  en  rempla- 
çant dans  ;•  H-  .<oj,  /•  par  i,  2,  ...  a  et  s  par  i,  2  ...  a,  et  de  même 
on  obtient  un  système  de  restes  complet  suivant  «,  en  remplaçant 
dans  r  -+■  s«,  r  par  i.  2  ...a/  et  s  par  1,2  ...  aj^. 

Dans  l'ensemble  de  ces  nombres  il  y  en  a  /r.  ^P  (a)  qui  sont  pre- 
miers avec  rti  on  les  reconnaît  en  écrivant  les  nombres  r,  s,  par 
ordre  de  grandeur  croissante  cl  en  les  répartissant  en  /,  i>  inter- 
valles de  a  et  de  a-i  nombres  consécutifs. 

Parmi  ces  /  /2  <P  ,'n)  =  /i  (v^)  ^l'(rt)  nombres  il  y  a  encore  des  nom- 
bres contenant  le  facteur  V  une  ou  plusieurs  fois  et  d'ailleurs  pre- 
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miers  a\cc  n.  11  Cbl  l'acile  tic  les  compter,  il  sulfit  do  voir  quels 
sont  les  nombres  divisibles  par  p'.  Il  >  en  a  un  nombre  égal  à 
celui  d'un  systcnie  de  rester  complet  suivant 

V         * 

et  premier  avec  <i  c'est-à-dire  comme  nous  venons  de  le  voir 
«(p*-')  <^  a. 

C'est-à-dire  que 

■ï'(cti)-=«(p'0*(û)-'*(v''-')*(«) 

C'est  là  une  formule  de  récurrence  qui  donne  tl>  pour  un  idéal 
contenant  n  +  i  facteurs  premiers  lorsqu'on  courait  <!>'  pour  un 
idéal  qui  en  contient  n.  D'ailleurs  on  connait  <I>  (v'}  on  aura  donc 
sia=  Vi'''.,.  p,/" 

*(")  =  "(")(' -<k))  (' --rriiô)  ■■•(' -"(k)) 

de  là  résulte  d'ailleurs  le 

Thcorèinc.  —  Soit  a  •=  (titti  ou  rti  eta^  sont  des  idéaux  premiers 
entre  eux  on  a 

'!>  (rt)  =  *  (ai)  X  '^  {a-i). 

Théorème.  —  Si  l'on  donne  à  t  successivement  toutes  les  va- 
leurs des  idéaux  qui  divisent  o,  on  a 

V  <!,  (t)  =  n  (o) 
Dénwiislralion  :  Supposons  tout  d'abord  a  =  p'',  alors 

I,  V,  V'  •••  V* 
sont  tous  des  idéaux  diviseurs  de  n,  et  on  a 

V  .1.  (t)  ^  1  +  i'  (|))  -+-  *  iv^)  +  ...  -H  i'(v'0 

2  *  (t)  =  I  +  (•  -  ,^1^-))  L'»(v)  +  «(V-)  +  ■••  "  (v'oi 
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Si  maiiilenanl  l'on  a  d'une  fac.on  jjéncralc  a  =:-•  V/'--  V„'"' ou 
voit  que  lous  les  diviseurs  de  a  sont  les  teimcs  des  produits  sym- 
boliques : 

(i  -H  V,  +  •••  Vï')  ('-+-♦».  +  •••  P'i')  ••■  [i  +  Vm  -+-  .••  -t-  Vii"). 
D'après  ce  qui  précède   7   <!>  (t)  est  égal  à 

n  )i  n  ; 

Il  I  I 

qui  est  égale  au  j>ro(luit 

V  ('^(t)=(I  +i>(|).)  +  ...  -+-*(pf)) 
.  (1  +  *(|J>)+  ...  -+-  i»(î)f)) 


On  a  donc  pour  les  idéaux  un  lliéorème  analogue  au  théorème 
sur  les  nombres  rationnels. 

18.  Le  théorème  de  Fermât  pour  les  idéaux.  —  Théorème. 
Soit  n  un  idéal  du  corps  A(/m)  et  y.  un  nombre  entier  du  corps 
premier  avec  0  on  a 

Déinonslralion.  —  Soient  0,,  o.,  ...  0.,  les  v  =  <t>(a)  nombres 
qui  forment  un  système  de  restes  complet  suivant  a  et  qui  sont 
premiers  avec  ci,  et  soient 

(       ?,a  =  T,,   'n) 

fr\  )     P.!^  =  ^2.  (tï  ' 

^^^  j 

(  P^(a)  =  7v,  (a) 

les  7i,  7.,  ...  ^v  appartiennent  à  leur  tour  au  même  système  de  restes 
complet  que  les  p.  Deux  quelconques  de  ces  7  ne  peuvent  être 
congrues  suivant  n  sans  quoi  on  aurait,  si 
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aussi 

puisque  a  est  premier  avec  o-  De  plus  aucun  7>.  ne  peut  avoir  avec 
a  un  facteur  premier  t  sans  quoi  comme 

(?x*  —  ^a)  =  t  ■  6 

on  en  déduirait  que  t  divise  ^x  ^-  et  par  suite  o-^  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse 

Les  nombres  7,,  7>  ...  (7„  sont  donc  dans  un  ordre  quelconque 
les  nombres 

Pl.  ?i  •••  ?v 

et  l'on  a 

p,,  0-2  ...  p,_,a"  *'  ^  Uj,  (T.,  ...  7,^  (rt) 

c'est-à-dire 

Conséquence.  I.  —  Soit  ^  un  idéal  premier  de  degré /(/=  i 
ou  =  2  du  corps  k  Wm)  et  a  un  entier  du  corps  non  divisible  par 
;j,  on  a  toujours 

a.i'(-'  =  I  (V) 
et  on  a  quel  que  soit  a 

II.  Soit  a  un  nombre  entier  du  corps  qui  n'est  pas  divisible  par 
l'idéal  premier  v  et  soit  e  le  plus  petit  exposant  entier  rationnel 
tel  que 

e  est  un  diviseur  àe  p'  —  i .  ^ 

Dcmonstralion.  Admettons  que  e  ne  divise  pas  //  —  i,  et  soit  e, 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  e  et  de  //  —  i,  alors  Ci  <C  e  et 
l'on  peut  trouver  deux  entiers  rationnels  tels  que 

er  4-  ipf  —  i)  y  =  ei 
et  en  résultera  que 

a«^=  I  (» 
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et  par  suite 

c'csl-à-dire 

e^<C^'  —  <c  (jui  est  contraire  à  Ihypothèse.  Il  laul  donc  que  c, 
divise  p^  —  i . 

III.  On  a  toujours 

Définition 

a:^  -H  a,Cy-'  ...   4-  ay  =  o  {tl) 

sera  dite  une  congruence  de  degré  </  si  a  n'est  pas  divisible  pai-  o 
0  est  une  racine  de  celle  congruence,  si  o  mis  à  la  place  |  rend  le 
premier  membre  congru  à  a. 

Théorème.  — -Une  congruence  de  degré  (j  suivant  le  module  V 

/(ï)  =  a^'+  ...  +  a,EE^o(v) 

peut  avoir  au  plus  (j  racines  incongrues  suivant  V- 

Dcmonslration  :  Soil  Oi  une  racine  de  la  con'a'uence  on  a 

et 

/(£)  =/  (?)   -/  (p.)  =  1$  =:   =,)X  a)  =  O     p) 

OÙ/,  (^)  est  de  degré  7  —  i.  Soient  alors  Oi  Oj  ...  o,j,  7  racines 
incongrues  suivant  p,  on  a 

/(?)  =  a(;_c,)a-p,)...(S    -p,)  =  0{p) 

un  nombre  ç  ne  peut  satisfaire  à  cette  congruence  que  si  p  divise 
l'un  des  7  facteurs,  c'est-à-dire  si  |  —  0^  ^  o  (p  . 
Ce  qui  démontre  le  théorème. 

19.  Des  racines  primitives  suivant  un  idéal  premier.  — 

Soit  a  un  entier  qui  n'est  pas  divisible  par  l'idéal  premier  \>  que 
nous  supposons  de  degré/.  Soit  par  exemple  a  un  nombre  du  sys- 
tème complet  de  restes  le  plus  simple  suivant  V-  Nous  venons  de 
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voir  ([u'il  existera  toujours  un  diviseur  rationnel  e  de  pi  —  i ,  tel 
que 

a^'  =  1  (V). 

Soit  c  le  plus  petit  noml)re  tel  que  celle  congruencc  soit  vérifiée 
les  nombres  a  a'^  ...  a*'— ■  seront  tous  incongrus  suivant  le  module^, 
car  si  on  avait 

x*i  ^  a*"-  (p)        e^  et  e,  <  6"  —  i 
on  aurait 

««^2  ^a'''-''i  _  I  )  =  o  (^)         rJi-H  =  11^) 

et  comme  e^  —  c,  <<  e,  ceci  serait  contraire  à  l'iiypollièse. 

Nous  dirons  que  a  appartient  à  l'exposant  e. 

Un  nombre  ;:  du  corps  qui  appartient  à  l'exposant  pf  —  i  sera 
dit  un  nombre  primilil"  suivant  l'idéal  premier  y.  Les  nombres 

représenteront  alors  des  nombres  incongrus  suivant  \>,  et  pre- 
miers avec  p,  ou  encore  tous  les  nombres  d'un  système  complet  de 
restes  qui  sont  premiers  avec  p. 

Il  i'aut  démontrer  l'existence  de  ces  nombres  primitifs  V  élanl 
donné.  Cette  démonstration  est  possible,  on  peut  même,  en  suivant 
un  procédé  de  Gauss,  démontrer  le  tbéorème  ainsi  généralisé. 

Théorème.  —  Soit  c  un  i'acteur  premier  rationnel  de  p'  —  i  et 
p  un  idéal  premier  de  degré  /qui  divise /j,  un  système  com[)let  de 
restes  suivant  \>  contient  toujours  o  (c)  nombres  appartenant  à 
l'exposant  e. 

Détnons/ralion  :  Nous  démontrerons  d'abord  que  s'il  existe  un 
nombre  appartenant  à  l'exposant  e,  il  en  existe  toujours  o  {c)  et 
'^  (e)  seulement  .incongrus  suivant  le  module  p. 

En  effet  soit  /•  un  nombre  de  la  suite  1,2  ...  {e  —  i)  premier 
avec  e,  le  nombre  a'  appartient  à  l'exposant  e  et  ne  peut  appartenir 
à  un  exposant  moins  élevé.  D'après  l'bypolbèse 

(a')''  ^  I  {p)       c'est-à-dire       (x')'  ^  i  (|)). 

De  plus  comme  r  est  premier  avec  e,  on  ne  jieut  avoir 

(«'■)"'  =  '  0') 
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que  si  re^  ^  o  (c),  on  a  plulùl  <?,  ^  o  (e),  c'est-ù-dire  si  e,  est  un 
riiiilliple  de  e  11  faut  donc  que  f,  soit  au  moins  ég.d  à  e.  Si  donc 
on  remplace  n  [)ar  lous  les  nombres  de  la  suile  i,  2  ...  c  —  1  qui 
sonl  premiers  avec  <,',  on  olient  o  (^)  nombres  dilTércnls  suivant  le 
module  (^)  et  qui  appartiennent  à  l'exposant  c. 

11  n'y  a  pas  d'autres  nombres  que  ceux-là  qui  appartiennent  à 
l'exposant  c,  un  pareil  imiuhrf  devrait  satisfaire  à  la  congruence 

;'■  =  1  ^V'  • 
Celte  congruence  admet  les  e  racines 

a ,  Cl"  ...  a' 

incongrues  suivant  (^),  et  ne  peut  en  admettre  d'autres  puisqu'elle 
est  de  degré  e. 

Les  puissances  y."  dont  l'exposant  s  a  avecc  im  diviseur  commun 
e  appartiennent  à  l'cxposanl 

^1=       «1  <  «• 
e 

Nous  achèverons  la  démonstration  ainsi  qu'il  suit. 

Chacun  desp''  —  i  nombres  incongrus  d'un  système  complet  de 
restes  suivant  \)  appartient  à  un  certain  diviseur  de  p'  —  i . 
Soient  /,,  /^  ...  /„,  tous  les  diviseurs  de  />'  —  i,  on  a 

?('l)    +?   ('2)    +    .-.    +   ?   Cm)   ^   «   (V)     -    l    =p'  —    l. 

Mais 

V<?  (0  =  n  ip)  -  I 

que  si  /  représente  successivement  tous  les  diviseurs  de  n  (^j)  —  i . 
Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  diviseur  auquel  n'appartient  aucun 
nombre,  et  en  particulier  il  y  a  exactement 

Ci   (/t   I  1    =  G    (p^   1  ) 

nombres  primitifs  Incongrus  suivant  p. 

De  ce  théorème  nous  tirerons  une  généralisation  du  théorème  de 
Wilson. 

Thèorhne.  —  Soit  0,,  0.,  ...  O;.  les  nombres  incongrus  d'un  svs- 
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lèmc  de  restes  complets  suivant  un  idéal  premier  \f  qui  no  divise 
pas  2,  on  a 

p,,  Pj  ...  ?,.  =  —  I  (v). 

Déinonstralion  :  -  une  racine  primitive  suivant  p,  on  peut  poser 

?i  =  ^''  '» 

?v  =  ^'"  (V) 

ou  ei,  e.^  ...  ^v  sont  les   nombres  de  la   suite    i,   2  ...  n  'p)  —  i, 
pris  dans  un  certain  ordre.  On  a 


-^^^niP) 


?1    ?2    ■•■    ?v 


(V) 


mais  comme  k  est  racine  primitive,  on  a 
et  de  plus  comme  n  (\))  est  impair,  on  a 

Pi    '   ?-2    •••    ?■'   =—    I    (V)- 

Le  théorème  de  Wilson,  nous  donne  la  condition  de  possibilité 
pour  la  congruence 

r  EEE  -   I    (|l) 

où  \f  est  premier  avec  (2),  ou  plutôt  elle  nous  permet  de  trouver  les 
modules  \f  pour  lesquels  cette  congruence  est  possible. 
La  congruence 

admet  toujours  une  solution  dans  le  corps  A-  (v^  —  1)  il  ne  sera  pas 
question  de  ce  corps  dans  ce  qui  suit. 

Soit  d'abord  ^  un  idéal  du  premier  degré  les  nombres 

1 ,  2  ...  p  —  I 
ou  encore 

p  —  I        p  —  2  /)  —  '6  p  —  T 

a  2  3  2 
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forment  un  sNslème  complet  de  restes. 
On  a  alors 

/'  -  >  _       ,  P  —  ' 


et  par  suite 


(-  0     '      k'  =  -  r  'V) 


Le  nombre  u.  est  donc  une  solution  de  la  congruencc  dans  le  cas 
où  p  ^  I  (4)  cl  dans  ce  cas  seulement. 

Supposons  maintenant  que  p  est  un  id('al  du  -2'  degré  les 
nombres  /•  4-  .vo),  pour 


/)  —  I  n  —  3  /)  —  I 

'  ,  ' .    .  —  2,    —    I,    I,   2    ...   ' 


a\cc  les  nombres 

2         '  -2  '"  '       '    ■■■  2         ' 

/)  —   I  /'  —    I 

' iû   ...  eu 

2  2 

repn'sentent  un  svstème  complet  de  restes  et  l'on  a 

p,.o....p„=^-,) '""""-(-■■'-'' T ')'*"'-n -■■ -^^■•■')' 

ou  j  j  est  le  i)ro:luit  de  toutes  les  comlVinaisons  pour  r,  ...  de  i  à 

'  et  pour  .s'i,  de 

2 

— /^—   ':,        />     -  I 
2  '    "^        ;>. 

Comme  p  est  impair/*  —  i  est  pair 

est  pair,  donc  le  second  membre  est  le  carré  d'un  nombre  du  corps 

:,,  po  ...  p,  =  .M* 
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cl  par  suite 

!-  =  -l(V). 
La  congruence 

r  =  -  I  (p) 
est  toujours  possible  pour  lui  module  premier  ]}  du  second  degré. 

20.  Les  congruences  linéaires  suivant  des  idéaux.  —  ^ou8 
appellerons  congruence  linéaire  ou  congruence  du  premier  degré 
une  congruence  de  lu  forme 

Sous  quelles  condilions  une  pareille  congruence  admet-elle  des 
solutions  : 

i"  Hypothèse.  —  L'idéal  a)  et  l'idéal  |  sont  premiers  entre  eu\. 
Si  l'on  remplace  z  successivement  par  tous  les  nombres  d'un  sys- 
tème complet  de  restes  o  suivant  j  on  obtient  les  nombres 

api,  «p.,  ...  apv 

qui   forment  à  leur  tour  un  système  complet  de  restes  suivant  |. 
Le  nombre  ^  est  congru  suivant  j  à  un  de  ces  nombres  et  à  un  seul. 
Si 

^?  =  P  (j) 

c-  est  une  solution  de  la  congruence  et  la  seule  solution  située  dans 
le  système  complet  de  restes  considéré.  Tout  nombre  de  la  forme 

?  -h  gi  -h  f  {il  -h  i>"') 

est  une  solution  de  la  congruence  si  i  et  /i  H-  i'/a  sont  les  nom- 
bres de  la  base  normale  de  l'idéal  j. 

Le  théorème  de  Fermât  nous  donne  p  sous  une  forme  plus  pré- 
cise 

a*'i)  =  I  (f) 

on  a  donc 
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Ces  résullals  sonl  encore  vrais  si  a  cl  j  étant  premiers  entre  eux 
.3  désigne  une  unilé  du  coijjs  (\oir  plus  loin  n"  2'i). 

Ces  considérations  sont  analogues  à  celles  que  nous  avons  laites 
pour  résoudre  en  nombre  rationnel  l'équation  indi'terminée 

ax  +  /' V  =  I . 

Mais  tandis  que  celle-ci  peut^'tre  résolue  par  des  développements 
on  IVaclions  continues  il  n'csl  pins  do  rnènif  pour  des  nombres  du 
corps  quadratique  car  l'alj/orithme  d'Kuclide  ne  vaut  plus. 

2°»"  Hypûlhèsc.  —  Cousidérons  maintenant  le  cas  général  où  (a 
et  i  admettent  \\n  p.fj.c.d.  di\isour  idéal  i.  La  con^^mence 

-:-  =  ?  (i) 

n'est  possible  que  si  &  divise  .3  car  si  l'on  a 

.?  -  P    =  -  ?  =  O  (b) 

Et  si  la  condition  j'S  ^  o  (b)  est  salisfaite  la  congruence  admet 
des  solutions.  En  cllct  soit  i  =  j*î>  de  plus  (a)  =  at>  et  ^3  =  bb, 
par  hypotbèse  a  et  j*  sont  premiers  entre  eux.  On  peut  toujours 
trouver  un  entier  <?  du  corps  tel  que  (c?)  soit  divisé  par  b  et  non 
par  une  puissance  supérieure  et  tel 

b  -^' 

soit  premier  avec  j  (et  c'est  un  tbéorème  que  l'on  démontre  rigou- 
reusement dans  la  théorie  analytique  des  nombres). 

De  plus  choisissons  dans  l'idéal  b,  un  nombre  ).  premier  avec  \ 
ce  qui  doit  être  possible  d'après  la  façon  dont  on  a  déterminé  b, 

et  posons 

a/  SX 

^1  =  -  pi  =  -  • 

Les  nombres  ai,  j^i  sonl  des  nombres  entiers  du  corps  et  si  la 
congruence 

admet  une  solution  entière  |  =  ^  dans  le  corps  k  ce  nombre  satis- 
fait aussi  à 
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et  réciproqucmmenl  car  si 

«p  =  p  (j) 

Àap  =  Xp  (j) 
OU 

02,0  =  oj3,  (i) 

=<.?  =  ?.  <:n 

réciproquemment  car  si 

ou 

Xaip  =  o;3,  (j) 

«1?  =  P.  (i) 

réciproquemment  si  aji  ^  jS  fj*)  oV.Oi  ^  o^^^i  (f    ou 

)..p  =  X3  (I) 

et  conmie  /.  est  premier  avec  | 

ap  =  ^3  (i). 
Mais  comme  y.i  et  j*  sont  premiers  entre  eux 
'^i::-3i  =  o(f) 
admet  une  solution  entière  |  ^  p  et  la  congruence 

a?  —  p  =  O  'i) 

admet  aussi  la  solution  o.  On  peut  toujours  prendre  pour  o  un 
nombre  du  système  complet  de  reste  le  plus  simple  suivant  j*  et 
alors  toutes  les  relations  de  la  congruence  primitive  sont  comprises 
dans  la  formule 

;  =  p  +  gi*  -+-  f  (i,*  +  i*,tv) 

OU  i*  t*,  -+-  i*-2  0)  sont  les  nombres  de  base  de  j*  et  g,  /des  nombres 
entiers  rationnels  positifs  ou  négatifs.  Si  l'on  pose  de  même 

il  y  a  parmi  les  nombres  ç  évidemment 


•»  ••  ou  «  (&) 
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nombres  incongrues  suivant  lo  module  j  cl  l'un  peul  Ibrnmler  le 
lliéorcme  ainsi  qu'il  suil  : 

Théorème.  —  Lnc  congruence  linéaire 

n'admet  pour  solution  un  noniinc  entier  du  corps  que  lorsque  le 
plus  grand  commun  diviseur  b  de  (a)  et  de  j  divise  (.>)  et  alors 
la  congrucnce  admet  n   b)  solutions. 

Ce  tliéorcmc  correspond  au  tliéorème  relatif  à  une  équation  in- 
déterminée en  nombres  rationnels.  On  peut  d'ailleurs  dire  l'équation 

indéterminée 

a\  +  7T.  =  p 

OU  a,  ,3,  '/  sont  des  entiers  du  cor])s  /;  (v  "')  n'admet  des  solutions  (et 
alors  en  nombre  inlini)  que  «i  le  plus  j^^and  commun  di\iseur 
idéal  de  {a)  et  de  (y)  divise  aussi  {'i,). 

Il  est  bon  aussi  de  démontrer  un  tbéoième  relatif  à  des  con- 
gruences  simultanées,  dont  voici  le  cas  le  plus  sim])le. 

Théorème.  —  Soit  n  et  «i  deux  idéaux  premiers  entre  eux  et 
soient  ai,  Cf.:,  deux  nombres  quelconques  du  corps,  il  y  a  toujours 
nn  nondjre  entier  1  du  corps  salislaisant  simultanément  à 

':  =  a,  fOi)        ;  =  «.  (n,). 

Dcmonslralion.  —  Soit  ^  une  solution  de  £  ^  y.\  (n,)  et  soit 

ai  =  (a,  fli  H-  aow). 

On  auro  toutes  les  solutions  do  cette  congrucnce  par  la  formule 

;  =  p  -i-  -3t  H-  T  (fl,  -h  a^u») 

où  c  Cl  T  sont  des  entiers  du  corps.  Pour  que  |  satisfasse  à  la 
seconde  congrucnce  il  faut  choisir  7  et  r  de  telle  sorte  que 

0  -\-  ^a  -\-  -z  la,  +  0210)  ^  a^.  (a^l 
crrt  •  H  -  (fl,  -f-  fljw)  ^  a^  —  p,  (a  J 

posons 

et  choisissons  les  nombre?  entiers  rationnels  A,  li,  tels  que 
An  -j-  B  (^Oj  -f-  f^uj_,  rr^  X,*, 
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soil  [)remicr  avec  (a^)  ce  qui  est  toujours  possible  car  a^*  csl  un 
nombre  de  n,,  et  a,,  rt^  sont  premiers  entre  eux. 
Il  nous  faudra  déterminer  i,,  tel  (|ue 

et  alors  a.  r  donneront  la  valeur  chercliéc  de  z. 

On  ramiiie  facilement  à  la  forme  précédente  les  congruences 


■1  ■» 


^  =  •^1.  >i)        >'-2  ^  =  «..  («a) 


qui  en  apparence  sont  plus  générales. 

Si  Xj  est  premier  avec  a, ,  '/..^  premier  avec  cii,  il  suffit  de  multi- 
plier les  deux  membres  de  la  première  congruence  par  //''(^i)  — ', 
ceux  de  la  seconde  par  x^*^*:^) —  i  pour  ramener  au  cas  précédent. 
On  trouvera  facilement  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  la  résolution  lorsque  Xj  n'est  pas  premier  avec  (l,  et  lorsque 
x^  n'est  pas  premier  avec  ciy 

21 ,  Les  congruences  quadratiques  et  le  symbole  (  )  •  — 
La  congruence  la  plus  générale  suivant  le  module  v»  est  de  la  forme 

OÙ  aj,  a^,  «3  sont  des  nombres  quelconques  ilu  corps.  Si  aj,  a^,  a.^ 
sont  premiers  avec  \},  cette  congruence  admet  une  racine  dès  que 
la  congruence 

a  («Ï2  _+_  2^,;  +  a^)  =  O  (p) 

en  admet  une  et  réciproquement.  Mais  cette  dernière  peut  s'écrire 

(a;  +  '■^^y  -+-  ««2  —  a, 2  =  (\f). 

Résoudre  (i)  cela  revient  à  résoudre  les  deux  congruences 

(^„)  7-  -t-  a*  =  o  (p) 

La  dernière  admet  toujours  une  racine  lorsqu'on  connaît  '7,  il  ne 
reste  plus  qu'à  considérer  (aa). 

Si  a  ou  7^2  était  divisible  par  p  (i),  se  réduisait  à  une  congruence 

Sdmmkr.  —  Théorie  des  nombres.  7 
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linéaire.  D'autro  part  si  ',  est  divisible  |)ar  p,  nous  sommes  rame- 
nés à 

(3)  ï;^  h-  -^.  =  o  (p). 

et  celte  con^MUcncc  admet  les  racines,  s'il  en  csl  ainsi  de 

Mais  en  vertu  du  théorème  de  Fermât,  cela  revient  à 
«-f-a-  =  o(v). 

La  résolution  d'une  congruencc  du  second  deg^é  se  ramène  tou- 
jours à  l'étude  d'une  équation  <lo  la  forme 

t-J  _  a  =  o  (v  . 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'idéal  p  ne  divise  pas  l'idéal  (2). 
La  congruence  ^^  o,  admet  une  solution  que  nous  considérerons 
comme  une  solution  double,  il  ne  nous  reste  plus  que  le  cas  oîi  (a) 
est  premier  avec  \>. 

Si  7:  est  une  racine  primitive  de  p  il  y  a  un  exposant  f(  tel  que 

a  =  11"  (p). 

De  là,  il  résulte  que  la  congruence  admet  une  solution  lorsque  a 
est  pair.  Nous  allons  montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'il  en  soit  ainsi,  est  que 

n  {p)  —  I  n  (p  )  —  I 

comme  il  résultera  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  congruence  quadratique  z^  ^  7.  p  suivant  un 
module  premier  p  qui  ne  divise  pas  (2)  admet  deux  racines  incon- 
grues pour  a  premier  avec  p,  si 

a        '       =-^l(p) 

et  dans  ce  cas  seulement.  Lorsque  la  congruence  admet  des  racines 
on  dit  que  a  est  resté  quadratique  de  p,  dans  le  cas  contraire  a  est 
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dit  non  reste  quadratique   de    \).  Dans  le   premier  cas,    nous  po- 
serons 


0  =  '- 

dans  ie  second 


D'après  le  théorème  de  Fermât  généralisé  puisque  a  est  premier 
avec  y. 


ou 


a"(P)-'_  I=o(|j) 

ce  qui  donne 

/    "(P)— '  \    /    n(p)  —  i  \ 

U        '       -HljU        '        -lj=0, 

p  premier  avec  a  ne  peut  diviser  ces  deux  facteurs  à  la  fois,  que  s'il 

njpi  — I 

divise  2a      ^       et  par  suite  2 .  L'une  des  deux  congruences 

»(P)-' 

a       '      =-i(V). 

est  satisfaite  et  l'une  d'elles  seulement,  si  (p,  ne  divis*  pas  2. 
Dans  le  cas  où  c'est  la  première,  on  a,  en  posant  a  =  r."  (\>) 

il  faut  que  a  soit  pair,  et  l'on  ^  («)  ^==  i-  Si  c'est  la  seconde  con- 
gruence  qui  est  vérifiée 

nJif)-±  rip  —  i 
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a  est  certainement  impair  et  par  suite  („)  =  —  i  • 

y.  est  donc  reste  quadratique  ou  non  reste  suivant  ;>,  suivant  que 

"(P)— ' 
a      ^      =±i(»J). 

ou  encore 

•  '  -(;)(^)- 

On  a  de  plus  le  thcorèine. 

Théorème.  —  11  y   a       -' restes  quadratiques   incongru> 

suivant  un  idéal  premier  p,  qui  ne  divise  pas  2  et  autant  de  non 
restes. 

Cela  résulte  de  ce  fait  que  les  n  (p) —  1  i)uissances  ;:,  ::-  ... 
d'une  racine  primitive  forment  un  système  complet  de  restes  sui- 
vant p. 

Théorème.  —  Soient  a  et  ^3  deux  nombres  entiers  du  corps 
k  (i/m)  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  l'idéal  p,  on  a 


(f)=(J) 

Démonstration  :  On  a 


par  suite 


c'est-à-dire 


n(p) — I  n(p;  —  I 


(^')(2)  =  (.„"-^'.  (-;)(,), 


G)a)=("^)- 


Il  est  facile  de  traiter  directement  le  cas  de  p  diviseur  de  (2).  Si 
dans  le  corps  A-  (v/m)  l'idéal  (2)  se  décompo-^e  en  p,p',onan(p)  =  '2. 
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'l>  {]))  ^=  I  et  comme  a  est  premier  avec  (2)  il  est  reste  quadratique 
su  i  va  ni  p,  car  on  a  alors 

a  =  l   (V). 

Mais  si  (2)  est  lui-même  un  idéal  premier,  ce  qui  arrive  pour 
///  =  3  (8)  les  nombres  du  corps  incongrus  suivant  (2)  sont  i,  oj, 
1  -t-  oj,  a  est  encore  reste  quadratique  suivant  p,  car  la  congruence 
quadratique  admet  des  racines  pour  a  ^  i,  03,  1  -+■  w  ainsi  qu'on 
le  voit  en  calculant  directement  les  racines. 

Le  symbole  („  )  ne  peut  prendre  que  les  deux  valeurs  +  i  el  —  i 

lorsque  a  est  premier  avec  p  et  que  p  ne  divise  pas   (2).   Nous  di- 
rons encore  que  c'est  le  symbole  de  Legendre,  car  il  est  la  généra- 
lisation de  ce  symbole  dans  le  domaine  des  nombres  algébriques. 
Considérons  maintenant  la  congruence 

^2  —  a  =  o  (p'-) 

V.  premier  avec  p.  ^ous  distinguerons  deux  cas  :  i"  p  est  premier 
avec  2;  2"  p  divise  2, 

Dans  le  premier  cas  on  voit  que  la  congruence  ne  peut  admettre 

de  racine  que  s'il  en  est  ainsi  de  r"  —  a  ^o  (p),  c'est-à-dire  si 

a' 

Mais  supposons  cette  condition  remplie,  et  désignons  par  /  une 
racine  quelconque  de  cette  congruence,  ).  étant  premier  avec  p,  il 
y  a  une  infinité  de  racines  de  la  congruence  comprises  dans  la 
formule 

?  =  X  -4-  pp 

0  prenant  toutes  les  valeurs  entières  du  corps. 
Parmi  ces  nombres  il  y  aura  une  racine  de 

f -^  -  a  =  O  (V'O 

si  cette  racine  existe. 

Posons  d'abord  /;  =  2  et  admettons  que  p  n'est  pas  divisible  par 
p^  il  reste  à  déterminer  0  de  telle  sorte  que 

(X  +  ppY  —  a  =  o  ip') 
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p'^  ^  o  (ïJ-)  on  doit  avoir 

2/jXp   -f-  À^  —  a  ^  G  (p'^) 

si  X-  —  y.  était  divisible  par  V^  il  sullirail  de  faire  o  ^  o  (|)).  Ce 
cas  étant  exclu,  pourra-t-on  déterminer  o  entier  de  façon  que 

et  cela  n'est  j)Ossible  que  si  le  plus  f^'rand  commun  diviseur  de 
•j/j).  et  de  p-,  c'est-à-dire  l'idéal  premier  p  divise  aussi  À'  —  a,  ce 
qui  est  le  cas. 

0  étant  ainsi  déterminé 

:  =  À  -h  pp 

sera  une  solution  de 

^'  -  a  =  o  (p^). 

On  voit  facilement  que  l'on  aura  de  même  une  solution  de 

on  arrivera  enfin  au 

Théorème.  —  Si  ^J  est  un  idéal  premier  du  corps  k{^''m)  qui  ne 
divise  pas  2  et  si  a  est  un  entier  du  corps  qui  n'est  pas  divisible 
par  p.  La  congruence 

admet  des  solutions  ou  n'en  admet  pas  suivant  que 


Vi 


Lorsque  p-  divise  le  nombre  rationnel  /;,  c'est-à-dire  si  p  divise 
le  discriminant,  il  faut  modifier  quelque  peu  l'étude  de  la  con- 
gruence. 


La  congruence 


?2  -  a  =  o  {p'^) 
n'admet  des  racines  que  si 

J'  —  a  ^  o  (p-) 


en  a  aussi. 
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On  peut  résoudre  le  cas  de  \}  diviseur  de  2  comme  le  précédent 
el  on  voit  que  : 

Tlicorhne.  —  Si  ^  est  un  idéal  premier  du  corps  qui  divise  2  et 
si  a  est  premier  avec  p  la  congruence 

admet  dos  racines  pour  tout  exposant  A:  en  même  temps  que 

(I)  ^2  _   ^  ^  O    /^6) 

si  p  est  un  idéal  du  premier  degré,  et  en  même  temps  que 

(II)  r—  a  -  o  (VO 

si  p  est  un  idéal  du  second  degré. 

Les  congruences  I  et  II  se  résolvent  par  une  discussion  de  tous 
les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter,  on  trouve,  il  tant  que 
pour  les  2  cas,  soit  a  ^  i  (p^)  soit  a  ^  i  (8). 

On  obtient  toujours  les  quatre  racines  incongrues  ±  i,  d=  3. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  traiter  quelques  cas  particuliers 
k  (v/ —  i),  k  (v^-^),  k  (v'a)  et  à  faire  les  calculs  numériques. 

22.  Les  unités  du  corps  quadratique.  —  On  appelle  unités 
du  corps  tous  les  entiers  qui  divisent  =t  i  ou  ce  qui  revient  au 
même,  ceux  dont  la  norme  =:  ±:  i .  Nous  allons  tout  d'abord  dé- 
montrer l'existence  de  ces  unités,  et  pour  cela  nous  nous  appuie- 
rons sur  le  théorème  de  MinkoA\  ski. 

Théorème  I.  —  Un  corps  imaginaire  quelconque  ne  possède 
d'autres  unités  que  ±  1,  de  plus  le  corps  k  (y —  i)  a  en  outre  les 

unités  =b  \/ —  i  et  le  corps  k  {\'~—  3)  a  les  unités  ±  —^^ 

Démonstration  :  Considérons  d'abord  le  corps  k  y/ —  i ,  x  -1- j  y/ — 1 
est  une  unité  si  sa  norme  =  ±  i 

n  (x  -+-  \/^^  j)  =  a-2  -t-  y-  =:  ±:  r 

X-    -t-  j2  =r  —    I 

ne  peut  être  satisfaite  pour  aucune  valeur  réelle  de  x  et  de  y  tandis 
que 

x^  -\-  y*  =  l 
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admcl  des  solutions 

I ,  r  ^=  r ,  V  =r  o 

a .  a-  =  —  r ,  y  =  o 

3.  Jr  r=  o,  y  =  ^ 

/j.  X  =  o,  y  =  —  I 

et  n'en  aJiucl  pas  d'autre. 
Ces  unités  du  corps  sont  donc 

-h  I.       —I,       H- V^ —  '.       — V^—  I- 

Ce  sont  les  racines  carrées  de  ±  i .  aussi  dit  on  que  ce  sont  des 
racines  de  liinilt''. 

Deuxièmement  dans  le  corps  /,•  (/II~3)  le  nombre  entier 

est  une  unité  si 

(y  -H  -  y  )  H-  ,  V^  ==ir  I 

ce  qui  donne 

.r*  -h  a-y  -h  y-  =  -+-  i 

dont  les  solutions  sont  : 

1 .  a;  =  I        y  =  o,       .».  .T  =  I        y  ^^  —  i ,       5.  .r  i=  o  y  r^  r 

2.  .r  =  —  I  y  3=  o,       /|.  .r  =  —  I  j  r=  I,  G.  a;  r=  o  y  = — i. 

Un  a  alors  comme  unités  du  corps 

dz  [ ,  zc  w  =  it ,  ±  ct,=  ± 

3  2 

sous  ces  nombres  sont  des  racines  cubiques  de  1  unité.   Pour  tout 
autre  corps  imaginaire  A  (v  ;»)  un  nombre  entier  est  de  la  forme 

X  -+-  y'm  y 
dans  le  cas  m  ^  i  ('i)  ou 


dans  le  cas  m  ^  i  ('i)  le  nombre  est  une  unité  si 
X-  —  my-  =  it  I 
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diins  le  [trcmler  cas 


I      \-        m 


j)"--;'r'  =  ±> 


dans  le  second  cas.  Soit  m  - -  —  |  "M  nous  aurons 

On  ne  peut  considérer  que  le  signe  h-,  d'ailleurs  dans  le  premier 
cas  I  m  I  >  3,  dans  le  second  cas  |  /n  |  ^  7,  on  ne  peut  avoir 
d'autres  solutions  que 

x  =  H-  I ,       y  =  o 
x  =  —  i,      y  =  o, 

car  dès  que  |  y  |  ^  i,  le  premier  nombre  est  >.  i  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  x.  ±  i  sont  dans  les  seuls  valeurs  unités  du  corps 
imaginaire  le  plus  général. 

Théorème  2.  —  Dans  chaque  corps  réel  kis'in)  il  y  a  une  infi- 
nité d'unités  différentes  de  ±:  i  et  parmi  celles-là,  il  y  a  une  imité 
fondamentale  £  telle  que  |  £  |  >•  i,  et  que  toute  unité  puisse  être 
mise  sous  la  forme  ±  c%  où  e  est  un  exposant  entier  rationnel 
quelconque  positif  ou  négatif. 

Nous  ferons  la  démonstration  en  deux  parties  :  la  première  con- 
sistera à  démontrer  l'existence  d'unités  différentes  de  ±  i  ;  la 
seconde  à  démontrer  l'existence  de  l'unité  fondamentale  s,  ayant 
la  propriété  énoncée. 

La  première  partie  consiste  à  démontrer  que  les  équations 

I.      x-  —  my-  =  ±  i,        (m  ^  i),  (4) 


(^ 


Jj)   -'lf  =  ±'.      ("'  =  ■)■  (4), 


admettent  des  solutions  entières  pour  toute  valeur  positive  entière 
de  m,  où  qu'elles  en  admettent  tout  au  moins  si  l'on  prend  le 
second  membre  avec  le  signe  -h. 

Soit  d  le  discriminant  du  corps,  et  soit  oj,  o)',  avec  la  significa- 
tion ordinaire  -+-  v'm  pour  m  ^  i,  ('i),  ~  pour  m  ^  i  (4) 

3.  /  =  X  —  tuy 

4.  J=x (o'v, 


1  (){') 


TMEOnir;  nrs  nomhues 


sont    deux  formes  linéaires  et  homogènes  à  coellicienls  réels  et 
dont  le  délcrminanl 


1     10 

1  —  (./ 


=  O)  —  w'  =^  \J(l 


esl  réel  el  posilil,  de  plus 
//  =-  ^^  -  '"  v^ 


my 


Soient  y.,  x,  deux  nombres  réels  quelconques  dont  le  prcjduit 
est  v'(/.  on  pourra  trouver  deux  nombres  entiers  rationnels  x  et  y, 
qui  ne  sont  [)as  tous  deux  nuls,  tels  que 

5.        I  y   I  —  I  .r  —    (oy  I  <  y. 
G.         1/    |:=|:r_u,>|<x,. 

On  déterminera  d'abord  deux  nombres  entiers  et  rationnels  dif- 
Icrents  de  zéro  x^,  ji,  tels  que  pour  certaines  valeurs  quelconques 
des  /  par  exemple. 


on  ait 


et  l'on  fera 


\  x,  —  lo'y,   I  <  X), 
—  loy,. 


Ensuite  on  déterminera  n?.,,  y^,  entiers  rationnels  tels  que 


I  -^2  -  -V,  I  <  r; 


et  l'on  fera 


a^  =  X-i  —  ojv.,, 


x.^,  }'2  sont  diiïérents  de  :/:,,  v,,  el  aj  diffère  de  a,.  On  continuera 
ainsi,  et  on  formera  la  suite. 
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telle  que 

«•      1  ^  I  >  1  ^J  >  I  ^3  I  ••• 

et  alors  les  idéaux  (a,),  (7..J,  (y-j)  ...  forment  une  suite  indéfinie 
d'idéaux  dont  les  normes  sont  en  valeur  absolue  plus  [)elitc  que 
v/d.  On  a  d'ailleurs  démontré  précédemment  qu'il  ne  peut  y  avoir 
qu'un  nombre  (ini  d'idéaux  dont  la  norme  est  inférieure  à  un 
nombre  fini  donné.  11  faudra  donc  que  dans  la  suite  illimitée,  on 
ait  un  nombre  infini  de  lois  des  idéaux  égaux. 
Soit  par  exemple 

(^,)   =   Or). 

c'est    donc  que  -'  et    *"  représentant    l'un   et  l'autre   un  nombre 
entier  (non  rationnel)  des  corps,  soit 


011  £,  est  une  uni  lé  du  corps  diiTérente  de  =t  i .  Comme  de  plus,  on 
a  en  les  valeurs  absolues,  la  condition  |  '^■,  |  >  1  ^-,-  |  il  faut 
nécessairement  que  |  c,.  |  >>  i . 

D'ailleurs  dans  un  corps  réel,  la  valeur  absolue  d'un  |  c,-  |    n'est 
égale  à  i ,  que  si  ê,-  =  ±  i .  On  a  alors  d'une  façon  générale 

I  a  I  =  I  a'  1         ou         I  a;  H-  o) y  I  ^  [  a;  -h  w'j  | 
et  alors 

y  —  o,         a  =  d=  a'. 
Cette  conclusion  nous  montre  d'ailleurs  que  léquation 

X'^   my-   :r=    I 

ou 

X-  ■+-  xy-i 7 — y^  =  I, 

à  laquelle   on  donne  le  nom  d'équation  de  Pell.  ('),  admet  lou- 


(')  Voir  A.  KosEx,  sur  l'tiistoriquc  de  l'équation  /'  —  Uu»  =  i.  Leipzig 
igoi.  Fermât  a  sans  doute  déjà  résolu  celle  ccjuation  dont  les  solutions  faites 
antérieurement  étaient  sans  doute  perdues.  (Lettre  de  l'ermat  à  Irénicle  iGôy). 
Œuvres  de  Fermât,  t.  II,  p.  333. 

Voir  Galss,  Disq.  arilhin.  V.  Art.  19S,  200,  201,  202.  —  Legendre. 
Théorie  des  nombres.  —  Schlbert.  Varies.,  t.  IL  Leipzig  1906. 
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jours  une  solution  onlière.  Ce  que  nous  venons  de  dire  ne   permet 
pas  de  reconnaître  s'il  en  est  ainsi  de^  équations 

.r*  —  my^  =  —  i ,       r-  -t-  xv  -h  y^  —  —  i . 

^'ous  montrerons  plus  loin  (N"  a'i)  (ju'il  y  en  n  une  infinité  de 
valeurs  de  m  pour  lesquelles  ces  dernières  équations  ne  peuvent 
admettre  des  solutions  entières  et  rationnelles.  Par  contre,  on  a 
trouvé  dans  certains  cas  particuliers  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles 
elles  admettent  des  solutions.  (Voir  n"  23  et  '^-2). 

Nous  jillons  voir  que  dans  un  cor[)s  réel  que  toutes  les  puissances 
positives  ou  négatives  d  une  unité  £,,  nous  donnent  une  infinité 
d'unités  différentes. 

Si  £  est  une  unité 

„(=«)=:  [n  (  =  ]]"  ^  (±    l)" 

c"  est  une  unité.  Soit 

a,  ;zf  fl       et       ^  ;zf  i 

£"  et  £"i  sont  différents. 
Si  Ion  pose 


forment  ime  solution  de  l'une  des  équations  (i)  ou  (2)  soit  pour 
le  signe  -h,  soit  pour  le  signe  —  du  second  membre. 

A  chaque  unité  £  dont  la  valeur  absolue  est  <<  i  correspond  une 

unité  -  telle        !  >•  i . 

£  I   -    ! 

Si  l'on  admet  que  l'équation 


ou  encore 


I  —  m    2 


X-  -h  xy  H , —  y   =—  I . 

possède  une  solution,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps  A(\'»i)  possède 
une  unité  £,  telle  que  n  (s,)  =  —  i,  les  puissances  impaires  de 
colle    unité    £^,   e^  ...    donnent    une    infinité    d'autres    solutions 
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de  cette  équation,  car  n  (£;"  +  ')  =  —  i-    "^^s    [missances  paires 
î],  £*  ...  donnent  une  infinité  de  solutions  distinctes  de 

x^  —  '»v^  =  -I-  I       X-  -[-  xy  -\ . —  j2  __  _^  j 

car  n  {i;")  =:  4-  i . 

On  peut  ordonner  les  unités  dont  la  valeur  absolue  >  i,  suivant 
la  grandeur  de  leurs  valeurs  absolues,  car  si  r,  et  /j,  sont  de  ces 
unités,  on  ne  peut  avoir  |  "/;i  1  =  [  V7i  |  ,  c'est-à-dire  /y,  =  ±  yj^  les 
deux  unités  ne  seraient  donc  pas  réellement  distinctes,  il  faut  donc 
rn  >y:i  ou  ■/;,  <>:,. 

On  peut  obtenir  celte  remarque  par  la  considération  directe  des 
équations  (i)  et  (2)  qui  déterminent  les  unités. 

Car  si  x^y^  et  x.,y,  représentent  deux  solutions  entières,  soit  de 

x'^  —  iny-  =  1 ,       soit  de       x^  —  my^  =  -f-  r , 
Ji  ^  Yi       entraîne       x^  ^  x.^       et       y^  <C  y^,       ^i  <!  ^r 

Si  de  plus 

j'f  —  iny~  =  H-  I ,        xr,  —  mfl  =  —  i , 
Ji  >>  y.2     donne     x^  >>  x.^     et    y^  <i  J2     donne     Xj  <<  x.^. 

Soit 

m  ^  I  (A)       et       7),  =  Xi  4-  j;  v^m 

une  unité  du  corps  avec  x,  >>  o,  alors  |  /ji  [  >  i,  quand  y,  est  po- 
sitif. Si  maintenant 

T,,  =  X,  +  }',  \/m,       -n.  =  3^2  +  7-2  /m 

sont  deux  unités  de  cette  nature  ji  >  J2  entraîne  |  y^,  |  >>(y72)et 
réciproquement. 

On  obtient  le  même  résultat  dans  le  cas  de  m  ^  i  (4)  en  écri- 
vant 

■ni  =  (xi  -\-  ^j]  -4-  y^  v/m 


3 

et  en  remplacement  dans  le  raisonnement  précédent  xi  par 


X: 

2 


I  lO 
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Résolvant  luainlenanl  les  questions 


x'  —  »iv-  =^  zt  I 


•     "1         O  I 

TV       ,        V-  =  rh  I , 


pour  le  signe  -+-  du  second  membre  et  lorsque  cela  est  possible 
pour  le  signe  — ,  et  ordonnons  le»  unités  y^,  telles  qiie  |  vj,  |  >>  i, 
et  dont  l'v,  est  positif  suiv.int  les  valeurs  croissantes  des  y,,  ces 
unités  seront  elles-mêmes  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante 


<•     < 


< 


Soit  alors  |  c  j  la  plus  petite  de  ces  valeurs  absolues,  £  signera  à 
un  signe  près  une  unité  bien  déterminée  du  corps,  je  dis  que  -  est 
une  unité  fondamentale . 

En  clTet  soit  y;  une  unité  quelconque  et  supposons  |  /;  |  >  i,  on 
peut  déterminer  un  entier  positif  e  tel  que 


.^  I  <  r.  <  I  e^-'  I 


c'est-à-dire 


Mais  comme 


I  < 


< 


est  une  unité,  et  il  n'y  a  pas  d'unité  dont  la 
valeur  absolue  est  comprise  entre  i  et  |  £  |    il  faut  que 

c'est-à-dire 

■t]=±  £% 

on  montrerait  de  même  qu'une  unité  dont  la  valeur  absolue  <;  i 

est  égale  à  ±:  --  •  ^ous  avons  donc  montré  que  les  unités  du  corps 
i  ' 

se  mettent  sous  la  forme  ±  i",  ou  e  prend  toutes  les  valeurs  entières 

et  rationnelles. 

Dans  le  cas  où  le  corps  admet  les  unités  de  norme  —  i ,  il  faut 

que  l'unité  fondamentale  ait  une  norme  =  —  i,  car   si  sa   norme 

était  égale  à  -f-  i,  toutes  les  puissances  de  celte  unité  auraient  une 

norme  =  4-1.  Soit 

t  =  X  -{-  yco 
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y 

avct:  y  positif,  y  et  x,  on  r  et  x  H-  "^  sont  les  plus  petites  solutions 
positives  des  équations 


ou 


=t-  I. 


et  cela  pour  le  signe  -t-  ou  le  signe  —  du  second  membre  suivant 
que 

n  (-.)  =  -h  I 


ou 


n{t)  =  —  i. 


On  pourra  donc  déterminer  l'unité  fondamentale  par  un  nombre 
limité  d'opérations,  car  on  peut  obtenir  les  solutions  des  opération» 
(i)  ou  (2)  soit  par  des  essais,  soit  par  un  développement  en  fraction 
continue. 

Supposons  que  l'on  ne  sache  pas  si  la  norme  de  l'unité  fonda- 
mentale est  égale  à  —  i .  On  cherchera  y;  de  norme  -h  i  avec  la 
condition  j  yj  |  >  i  et  telle  que  |  r,  \  soit  la  plus  petite  solution 
en  valeur  absolue,  et  cela  en  déterminant  la  plus  petite  solution  en 
valeur  absolue  de 


respectivement  de 
Puis  on  posera 


my^  = 


,  I  —  m     , 

X-  --H  x\  H , —  V- 


r,  =  rn  £^  =  ih  (oj  H-  ycj)-. 


Suivant  que  cette  équation  admet  des  solutions  entières  0:  et  y,  ou 

non,  c'est  ê  ou  r,  qui  est  l'unité  fondamentale. 

On  peut  résumer  ainsi  les  théorèmes  sur  les  unités  : 

Dans  un  corps  quadratique  les  unités  peuvent  être  mises  sous  la 

forme  unique 


112  TIIEOIUE    DES    ^ÛMItlU:^ 

£  étant  l'unité  fondamentale  et  o  une  racine  de  l'unilé  a[)parlcnant 
an  corps,  et  où  c  "--  -H  i  pour  tous  les  corps  imaj^'inaires  et  où 
£  ;zf  I ,  pour  tous  les  corps  réels. 

r'  Exemple.  —  /.■  (\'3).  2  -+-  \/3  est  une  unité  fondamentale  car 
l'équation 

x'  —  3  V»  =  ±  I 

n'admet  de  racine  que  |)Our  le  signe  +  au  second  membre 
X  =  2,      J  =  ' 

formant  la  solution  la  plus  petite  en  valeur  absolue.  On  a  d'autres 
unités  par  exemple. 

T.,  =  e2  ^  7  4-  A  \'3,         -rrz  =  '■■'  =  26  -+-    I  5  y'-i, 

etc. 

etc.  Toutes  les  normes  sont  égales  à  h-  i. 
2*  Exemple.  —  l^W^lx) 

X  =  lô,      j  =  ^ 

est  la  plus  petite  solution  de 

x^  —  i^y-  =  -h  I 
E  =  1 5  -h  4  s  74 

est  l'unité  fondamentale  car 

n'admet  j)as  de  solution.  On  a  d'autres  unités  par  exemple 
£2  =  !^l^g  -+-  120  y'TÂ,       '-^  -+-  i3455  4-  3096  /Î4 

t'  =  1  =  10  —  4^/74 
e'2  —  449  —  1:20  y/i^,       -'^  =  i3435  —  3596  /Ï4. 
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3"  Exemple.  —  A(/5) 


admet 


on  a 


x'^  -i-  xy  —  J*  =  —  I 
X  =  o,       7  =  1 

e  =  (o,  /i  (:)  =  —  I 

£-  =  I  -t-  w,  n  (e^)  =^  -h  I 

£^  =  I   -f-  2W,  n  (=■')  =:  —  1 
I 


On  verra  plus  loin  que  dans  le  cas  de  m^(i)  4,  que  les  deux 
équations 

o  I  —  ni     „  , 

X-  H-  XV  H -, V-  =  ±  I 

x'\  —  mvf  :^  ±:  1 , 

admettent  simultanément  des  racines  pour  le  signe  —  au  second 
membre.  (Voir  n°  33), 

23-  Les  corps  dont  le  nombre  des  classes  est  impair.  — 

Théorème  (').  Tout  nombre  entier  ou  fractionnaire  du  corps 
k  {\/m),  dont  la  norme  égale  +  i ,  peut-être  représenté  par  le  quo- 
tient de  deux  nombres  entiers  conjugués  du  corps,    c'est-à-dire 

qu'il  peut  être  mis  sous  la  forme  \  . 

Démonstration  :    On    peut  toujours   écrire   pour  tout   nombre 
entier  ou  fractionnaire 

a        h 
c        c 

où  a,  h,  c  sont  des  entiers  rationnels.  Mais  comme  n  (a)  =  i,  a  et 
6  sont  premiers  entre  eux,  si  l'on  admet  à  priori  que  a,  b,  c  n'ont 
pas  de  diviseur  commun. 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

m  ^  I        et       m  ^  I  (4). 

(1)  IIiLBEhx.  —  Zahlb.  Cliai..  X\,  ^  5^. 

SouMsa.  —  Théorie  des  nombres.  8 
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I"  Cas.  —  m  ^  1  ( 'i^,  alors  oj  =  \'m,  et  posons 

I  ,          ,    .        X  -f-  yu>     • 
^^  c  ^  '        X  -\-  ytM 

Nous  aurons  pour  calculer  x  et  y,  les  deux  équations  linéaires. 

(a)  («_,)a:-S»y  =  o 

(3)  ^a.-(;4-.)7^o. 

Ces  équations  atlmcltronl  pour  x  et  y  deux  solutions  entières  et 
rationnelles  différentes  de  o,  si  leur  déterminant  A  =  o 

(4)  A  =  -  ^,  +  I  -+-  ^,  m  =  I  -  «  (a)  =  o, 
on  pourra  prendre 

(5)  o:  =  '  (a  +  c),       y  =  J  6 

si  /  est  un  l'acteur  commun  à  a  +  c  et  à  h. 
2*  Cas.  m  ^  I  (^i) 


Soit  encore 
et  posons 

(0 


I  H-  \  m  I 1  —  v'm 

a  2 


a  :=      («H-  hisi) 


ah  X  -h  yw 

ce  3C  H-  ytu 


a;  et  y  satisferont  aux  deux  équations  linéaires 

,a  \  ,  a        6  I  —  m\ 

W  U-V)"^U+c— 4-)^  =  ° 

(3)  ^a:-l^^^-^ijy  =  o, 
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ces   deux  équations  admettent   encore    un    système  de   solutions 
entières  et  rationnelles  si  leur  déterminant  est  nul,  et  on  a  en  elTet 

.  a^  ah         b-  I  —  m  ,  . 

A  =  —    .,  -h  I  —    ,  —    -    -  ,—   =1  —  n  (a)  =  o 

d'après  l'hypothèse. 

On  pourra  donc  poser  comme  dans  le  cas  précédent. 

(5)  x='^~^a+  c),      J  =-  ^^  6. 

Dans  les  deux  cas  le  nombre  J  à  la  forme  suivante 

i  =  Î  [«  -+-  c  +  6w]  =  ^^  (l  -h  a). 

Remarque  :  On  peut  en  partant  de  la  dernière  équation,  démon- 
trer ce  théorème  plus  brièvement. 

Si  en  particulier  a  est  un  entier  du  corps,  c'est-à-dire  une  unité, 
on  peut  prendre  pour  y  la  valeur  i  +  e. 

Voici  une  conséquence  remarquable  de  ce  théorème. 

Théorème  (*).  —  Lorsque  le  discriminant  d'un  corps  réel  k{\/ni) 
ne  contient  qu'un  seul  nombre  premier,  la  norme  de  l'unité  fon- 
damentale est  égale  à  —  i. 

Démonstration  :  L'hypothèse  exige  que  m  =  i,  ou  que  m  soit 
un  nombre  premier  de  la  forme/)  ^  i  (4). 

Soit  £  l'unité  fondamentale  du  corps.  Admettons  que 

n{t)  =  -h  I, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  il  existe  un  nombre  entier  y  du 
corps  tel  que  £  =  S.  '/  est  un  nombre  entier  pour  lequel  on  a  l'éga- 
hté  idéale  (V)  =  (/)  ou  (y)  =  (y)'. 

Tout  idéal  du  corps  contenu  dans  (y)  doit  aussi  être  contenu 
dans  (y').  Mais  comme  le  discriminant  du  corps  ne  contient  qu'un 
nombre  premier,  le  seul  idéal  ambige  du  corps  qui  est  égal  à  son 
conjugué  est  l'idéal  \/rn  (même  pour  m  =  2),  et  le  nombre  y  ne 


(1)  HiLBERT.  —  Zahlb.  Chap.  XVII,  §  68.  P.  Lejecne  Diriciilet  a  démontré 
ce  théorème  d'une  toute  autre  manière.  Voir  ses  œuvres  T.  I,  p.  22^. 
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peut  contenir  d'aulre  faclonr  que  v^'"  î>  p^'"'  tles  facteurs  entiers 
rationnels  ou  des  facteurs  unités.  C'est-à-dire  que 

(y)  =  (a;       ou        Y  :=  r,a 
ou 

(y)  =  Wm)       ou       Y  =  r,  /m 

oîi  ■//  est  unité  dn  corps  ;zf  i .  On  a  dans  les  deux  cas 

e  =  — -— -  =  ±:  T.- 
—  t;  s'm 

et  par  suite  s.  ne  serait  pas  une  unité  fondamentale  comme  nous 
l'avons  supposé. 

ÎNous  en  déduirons  un  théorème  qui  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'un  théorème  fondamental  beaucoup  plus  général  que  nous  dé- 
montrerons plus  loin. 

Théorbme.  — Lorsque  le  discriminant  d'un  corps  k  {\hn)  ne  con- 
tient qu'un  nombre  premier  p,  le  nombre  des  classes  Ji  du  corps 
est  impair. 

Démonstration  :  Supposons  que  h  soit  pair,  il  y  aurait  alors  cer- 
tainement un  idéal  non  principal  dont  le  carré  est  un  idéal  prin- 
cipal, soit 

i^   CV5    1  ,  j j'  ^'    I 

donnerait  alors  |  ::vr  j'.  On  pourrait  donc  poser  . ,  =  a  où  a  est  un 
nombre  entier  ou  fractionnaire  dont  la  norme 

n{oL)  =  ±  i. 
Si  le  corps  est  imaginaire 

71  (a)  =  H-  I , 
pour  un  corps  réel 

n  (aj  =  H-  I        ou       n  [=-7.)  =  -)-  i, 
c  étant  l'unité  fondamentale  car 

Il  [t)  =  —  I . 
Dans  le  cas  où 

nh)  =  -h  1, 
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on  peut  poser  a  =    ,  dans  le  cas  ou 

T 

n  (2)  =  —  I       on  posera       îa  =    ,  . 

ï 

Dans  tous  les  cas  j-  ^^  i  entraine  (j)  =  (yj)'.  Tout  idéal  contenu 
dans  l'idéal  (yj)  est  aussi  contenu  dans  lidéal  conjugué  (yj)  ,  c'est- 
à-dire  que  (yj)  n'est  divisible  que  par  des  idéaux  ambiges  et  par 
des  idéaux  principaux  rationnels.  Le  corps  A;  (y/ —  i)  ne  contient 
que  l'idéal  ambige  (i  -t-  y/ —  i),  tous  les  autres  corps  pour  y?i  =  2 
ou  m  ^  I  ('j)  ne  contiennent  que  l'idéal  ambige  \/in  (y)  j  =  (o), 
ou  =  (a  ^'m)  ou  égal  à  (a(t  -+-  ^ —  i;)  pour  m  -=:  —  i. 

Dans  tous  ces  cas  on  voit  que  j  jvr»  i,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse.  Le  nombre  des  classes  h  est  donc  impair. 

24.  Théorèmes  complémentaires  au  théorème  relatif  à  la 
réciprocité  quadratique.  —  Nous  allons  d'abord  faire  certaines 
remarques  sur  quelques  corps  particuliers. 

L  Le  corps  k(y —  i)  a  déjà  été  étudié  par  Gauss  dans  sa  théorie 
des  restes  biquadratiques. 

Dans  ce  corps  les  nombres  m  ^^ont  encore  décomposables  en 
facteurs  premiers  que  d'une  seule  manière,  /t  :=  i,  et  les  propriétés 
du  corps  sont  très  simples.  Nous  allons  chercher  quels  sont  les 
nombres  premiers  rationnels  qui  se  décomposent  dans  ce  corps  et 
quels  sont  ceux  qui  ne  se  décomposent  pas. 

1.  Lorsqu'un  nombre  premier/)  du  corps  k {\,/ —  i )  est  égal  au 
produit  de  deux  idéaux  )j  .  ^'  =-:  (p),  il  n'est  susceptible  que  d'une 
décomposition 

p  =  {x  -^  y  v/_r^|)  (X  —  y  f-I~i) 

c'est-à-dire 

p  =  x^  -+■  /*. 

Le  nombre  p  par  hypothèse  est  impair,  x  et  y  ne  peuvent  être 
tous  deux  pairs  et  ne  peuvent  d'ailleurs  avoir  aucun  facteur  com- 
mun. On  ne  peut  avoir  p  =  x'^  -r-  y'^  que  si  x  est  pair  et  y  impair, 
c'est-à-dire  que  la  condition  nécessaire  pour  que  p  soit  décompo- 
sable  est  /)  ^  I  (4). 

2.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  autrement  dit  si  p 
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est  un  nombre  premier  impair  ^  i  (fi),  p  est  un  produit  de  deux 
facteurs  dans  le  corps  A-.  Nous  savons  que  dans  ce  cas  le  corps  A(//>) 
possède  une  unité  londamcnlale  £  dont  la  norme  est  —  i,  c'est- 
à-dire  que  réqualion 

-•/-^"  =  -- 

et  par  suite  la  congrucnce 

{2x  -h  yY  -t-  /i  =  G  il') 

peuvent  être  satisfaites  pour  des  valeurs  entières  et  rationnelles  dex 
et  de  y.  Soit  ;  un  entier  rationel  Ici  que 

(3)  2:  =  I   (y>), 

et  multiplions  les  deux  membres  de  la  congrucnce  (2)  par  ^^  nous 
venxins  que  la  congrucnce  (2X  -+-  y)-  -f-  ^  ^  o  (/))  est  possible  ou 
impossible  en  même  temps  que  X^  -f-  i  e^  o  (p).  Soit  X  =  a  une 
solution  de  X-  -+- 1  =0  (^),  nous  savons  d'après  le  n**  i  i,  que  l'idéal 
(/>)  se  décompose  en  deux  idéaux  premiers 

(/')  =  (/'.  fl  4-  /—  1  )  {/),  a  —  y/—  1  ). 

Ces  idéaux  premiers  seront  d'ailleurs  des  idéaux  principaux,  et 
l'on  a 

p  =  (x  -\-  \/—  1  v)  {x  —  v^—  ly). 

Comme  un  nombre  premier  p  ^  3  (4)  ne  se  décompose  pas 
dans  A-' v/ —  i  ),  il  en  résulte  que  la  congrucnce  £c-  +  i  ^  o  (/))  est 
impossible  lorsque  p^  3  {^). 

3.  Le  nombre  2,  qui  divise  le  discréminant  d  =  —  4  du  corps, 
se  décompose 

2  =  (  I  -4-  /—  I  )  (  1  —  /—  I  ). 
c'esl-à-dire  que 


1  -^  \l —  I  et  I  —  yj —  )  étant  des  idéaux  ambiges  du  corps. 

On  peut  énoncer  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  sous  la 
forme. 
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Théorème.  —  Toul  nombre  entier  posilif  rationnel  p  de  la  forme 
f\n  -+-  I  peut  être  mis  d'une  manière  et  d'une  seule  sous  la  forme 
d'une  somme  de  deux  carres  (') 

p  =z=  x'^  -+-  y^. 

Comme  cas  particulier,  on  a  : 

Théorhne.  —  La  conj^rucncc  quadratique 

X-  +  I  =  o  (p) 

n'admet  de  solution  que  si  p  est  de  la  forme  /j/i  +  i,  où  encore  un 
nombre  de  la  forme  x-  h-  i  n'admet  que  des  diviseurs  de  la  forme 
4/1  H-  I.  [Ce  théorème  est  généralisé  plus  loin]. 
Enfin  on  voit  que 

i^^  )  =  -H  I     pour    p  ^  I  (4). 

{^\  =  —  I     pour     p  =  3  (4). 

ce  qu'on  peut  résumer 


-  1 
Y' 


\     2. 


Ce  résultat  peut  d'ailleurs  être  facilement  démontré  d'une  ma- 
nière élémentaire,  par  exemple  en  partant  de  la  congruence 


(=^)^(-.)'-W- 


Nous  avons  choisi  la  démonstration  précédente,  parce  qu'elle  est 
susceptible  de  la  plus  gi'ande  généralisation. 

On  peut  encore  tirer  de  ce  dernier  théorème  une  conclusion  très 
importante  :  Si  m  est  un  entier  rationnel  qui  contient  des  facteurs 
premiers  de  la  forme  p  ^  3  (4),  la  congruence  £c^  -H  i  ^  o  (/")• 
et  à  plus  forte  raison  l'équation  indéterminée 


x^  —  my-  := 


[')  Ce  théorème,  dû  à  Fermât,  a  été  démontré  d'abord  par  Euler. 
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ne  peut  avoir  de  solution,  c'nsl-à-diic  que  l'unité  fondamentale  £ 
d'un  corps  li{v'm)  dont  le  nombre  fondamental  contient  des  fac- 
teurs premiers  de  la  forme/)  ^  3  (/4)  a  toujours  la  norme  n(s)z=-^i. 
II.  Le  corps  k[\'2).  —  Tous  les  idéaux  du  corps  sont  des  idéaux 
princi[)aux.  Voyons  quels  sont  les  nombres  premiers  rationcis  qui 
dans  ce  corps  se  décomposent  en  un  produit  de  deux  facteurs  pre- 
miers du  premier  degré. 

1.  Si  /)  est  un  nombre  premier  impair  qui  se  décompose  dans 
A-v/2  ,  il  existe  deux  entiers  rationnels  x  et  y  qui  sati>font  à 

-\-  p  =  x^  —  2/, 

car  si  nous  considérons  l'unité  fondamentale  c=  i  -h  v'^^  ,n{i)  =  —  i, 
et,  par  suite,  les  équations  p  =  x^  —  2^-,  —  /)  =  j:'1  —  2jJ  sont 
possibles  ou  impossibles  simultanément,  car  si 

(pi  =  (x  H-  V  v/2)  [X  —  y  /a) 

de  telle  sorte  que 

H-  /)  =  a:*  —  2j2, 
on  a  aussi 

(P)  =  {^  +7/2)  (i  -h  V'a)  (x  — jV^a)  (i  —  V^), 

c'est-à-dire 

—  /)  ==  (X   -f-   2)')'^  2  (a-  -»-   V)^  =:  X-i   2V7. 

Mais  l'équation  p  =  x-  —  2}'^  oii  p  est  impair,  exige  que  x  soit 
impair,  y  étant  pair  ou  impair,  ce  qui  nous  donne  la  condition 
nécessaire  p  ^  1  (8)  ou  p  ^  7  (8). 

2.  La  condition  est  suffisante,  c'est-à-dire  que  si  /;  ^  i  ou 
p  ^  7  (8),  p  se  décompose  dans  le  corps  k[y2). 

Soit  Pi  ^  p  quand  p  ^  i  (8),  soit  />,  =  —  p  quand  p  ^  7  (8), 
on  a  dans  les  deux  cas  p,  ^  i  (8),  et  le  corps  k{\/p^)  a  un  nombre 
impair  de  classes  //,  car  le  discriminant  du  corps  n'admet  qu'un 

seul  facteur  premier  ±  p,.  Soient  i,  oj= ~f^^  les  nombres  de 

'  2 

base  du  corps  byy^Pi),  on  a  pour  l'idéal  (-2)  les  décompositions 

(2)  =^  (2,   I   4-  10)  .3,   1   -+-  co')  =  |i.v', 


LE    CORPS    QUADRATIQUE  121 

OU 

(2)  =  (2.  (o)  (2,   (o')  =  V.\^  . 

Mais,  comme  d'après  l'inpothcse,  le  nombre  des  classes  h  est 
impair,  il  existe  certainement  un  nombre  impair  2^  +  1  facteur 
de  II,  pour  lesquels  ^'-;/^',  |j'2»-r<  sont  des  idéaux  principaux. 

On  peut  donc  trouver  x  el  y  entiers  et  rationels,  tels  que 

et 

-h  2-^+'   -=  x'^  4-  O-J  H-  V-   — .''-'• 

On  tire  de  là 

(2X  +   v)-  —  4  .  2^^+'  =  o    (pi), 

et  par  suite 

-'  —  2  =  0  (/j,) 

admet  des  solutions. 

Soit  z  :=  a  une  racine  de  celte  congruence,  on  a 

(rO  =  (pi,  Cl  —  /a)  (p,,  a  +  \/2), 

comme  le  corps  A-(\/2J  n'a  qu'une  classe,  les  deux  facteurs  diffé- 
rents de  (pi)  sont  des  idéaux  princi[)aux,  c'est-à-dire 

(;j,)  =  {x  +  j  V'2)  (  X  —  r  v/2). 

Il  en  résulte  que  la  congruence  x'-  ^  2  (p)  n'est  possible  que 
pouryj  ^  ±  I  (8). 

3.  Enfin  pour  le  nombre  2,  on  a 

comme  l'indique  le  théorème  général. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  : 
Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

x'^  —  2^0  (/j) 

admette  des  solutions  est  />  ^  ±  i  (8). 

Ou  encore  un  nombre  entier  de  la  forme  x^  —  2  n'admet  que 
des  diviseurs  de  la  forme  Su  ±  i . 
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Ou  enlin  (  1  =  -+-  i  lorsque  p  est  un  nombre  premier  impair 
de  la  forme  8/i  ±:  i.  (  ^^  =  i  i  lorsque  />  =  d=  3  (8) 

(7.)  =  <-■'"•■• 

111.  —  Des  considérations  analogues  au  sujcl  du  corps  A(\/ —  2) 
nous  donnent  : 

Théorème .  —  La  congruence  quadratique  x-  -h  -2  ^o(/>)  admet 
des  solutions  pour  y>  ^  1,  />  ^  o  (8),  et  n'en  admet  pas  pour 
p  ^b,  p  ^  "]  (8),  ou  encore 

(-/)  =  (-.)•   -'■ 
Les  égalités 


sont  appelées  les  lois  complémentaires  de  la  loi  de  réciprocité. 

Le  caractère  relatif  au  nombre  —  2  suivant  p  se  déduit  d'une 
façon  plus  simple  de 

car 


^i  =  (^)(^ 


(^")-(;)(-y)- 


25.  Le  théoi^ème  de  réciprocité  quadratique  relatif  aux 
nombres  premiers  impairs.  —  Les  dc\clo[)penienls  qui  pré- 
cèdent vont  nous  permettre  d'établir  le  «  theorema  fondamentale  » 
de  Gauss. 

Etant  donnés  deux  nombres  premiers  impairs  dilTérenls,  nout 

allons  cbercber  la  valeur  de  (     ).  La  solution  dépend  d'un   fait 

qu'Euler  a  remarque  le  premier  {Opiisc.  anal.,  I,  1788,  p.  64),  ce 
fait  est  le  suivant.  11  existe  une  réciprocité  entre  la  possibilité  de 

X-  —  q  ^  o  (p)        et  de       x-  —  p  ^  o  (g). 
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Legendre  a  découvert  ce  fait  à  nouveau,  en  j  780 ,  et  l'a  mis  sous 
la  l'orme 

(;;)  C!) = (- ■)  ■'  '■ 

Cette  formule  exprime,  sous  la  forme  la  plus  simple,  la  loi  de 
réciprocité.  Depuis  Gauss,  bien  des  mathématiciens  s'en  sont  occu- 
pés. Nous  suivrons,  en  principe,  une  démonstration  de  Kummer 
(2"  àèmoxïsi.  Ahhand.  derkgl.  Akadeinic,  Berlin,  1 861),  voir  liilbert, 
Zahtb.,  Chap.  XVII,  §  68-B9. 

Pour  simplifier  la  démonstration,  nous  emploierons  les  notations 
suivantes  :  Soient/),  q,  ...  des  nombres  premiers  impairs,  ppj>^  ••• 
désigneront  des  nombres  premiers  ^  i  (4),  (J^/j-,  •••  dcsigneroul 
des  nombres  premiers  ^  3  (h). 

Dans  notre  démonstration,  nous  aurons  à  distinguer  trois  cas  : 
p,  p,,  pq  etry,  q,. 

i"  Cas.  —  Si  la  congruence 

x^  —p  =  o{p,) 

est  possible,  c'est-à-dire  si  (   -  )  =  -^  i,  /),  dans  le  corps  k\\'p) 

\Pi 

pourra  être  décomposé  en  un  produit  de  deux  idéaux  distincts  du 
i"  degré.  On  aura  : 

(Pi)  =  (Pi-  «  +  ">)  [Pi>  «  +  '"')  =  VV'- 

Mais,  comme  le  nombre  h  des  classes  du  corps  A'(\/p)  est  impair, 
le  discriminant  du  corps  n'ayant  pas  d'autre  facteur  premier  quep, 
il  y  a  toujours  un  nombre  impair  /i,  =  2^  -H  i,  facteur  de  li,  tel 
que  les  puissances  d'exposant  h^,  de  p  et  de  p' ,  deviennent  des 
idéaux  principaux.  Comme,  de  plus,  la  norme  de  l'unité  fonda- 
mentale £  du  corps  k[^p)  =  —  1 ,  on  peut  poser  : 


c'est-à-dire 


d'où  il  résulte 


p'îfl+l  __  (^3j  _,_  yj^)  ^3j  _|_  y^,^'^^ 


2«+»    =    {x   -\-^-\      —J^   V2_ 


pi'-'  =  \^  +  -)  -\y 


[•ix^yf  —p,i2p[f  =  o  (p). 


Supposons  (    )  =  I,  de  telle  sorte  (jue  q  se  décompose  dans  le 
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On  en  conclut,  comme  précédemment,  que  la  congruence 

c*  —Ih  =o{p), 
ou  encore 

x'  —p,=o  {p) 

est  possible. 

Si  donc  (')  =  -)-  I ,  on  a  aussi  (      )  =  h-  i . 

Il  en  résulte  de  plus,  que,  si  (  '   |  =  —  i,  I  "'  )  = —  i .  Car,  en 

effet,  si  on  avait  ('^]  =  -t-  i,  on  aurait  aussi  (      )  =  -h  i  .  ce  qui 

est  contraire  à  l'hypothèse. 

2"  Cas.  —  Soit  X'^  —  Ji  ^  O  [q). 

c 

corps  A- (//)), 

(q)  =  iq.  a  -+-  6w)  {q,  a  -+-  b(.o'), 

nous  pourrons  encore  remarquer  que  le  nombre  des  classes  est 
impair,  et  que  n(c)  =  —  i,  et  que,  par  ^uile,  on  a,  pour  certains 
entiers  rationiels,  x  et  y 

ou,    encore,    la    congruence  x'^   —  [^  ^  o  {p)  est    possible    en 
nombres  entiers.  Donc  (    \  =  4-  i  entraîne  (    )  =  -+-  i. 
Il  nous  reste  à  montrer  que  (  M  =  i  entraîne  (     )  =  i. 

Si  (M  =  -h  1,  c'est-à-dire  si  x'^  —  q  ^o  {p)  est  possible, 
x'^  ^  q  ^  o  (p)  l'est  aussi,  car 

(^)-(t)C)-(;)- 

ou  encore,  on  sait  qu'il  existe  un  nombre  entier  rationnel  :,  tel  que 
z^  ^  —  I  (p)  ;  si  donc  on  a 

X^  —q  =  0  {[)) 

{:xY  —  :-'q  =  o  (p). 
en  posant  X  ^  :x,  on  voit  que  X-  -!-  -y  ^  o  (p). 
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Comme  (  ^j  =  -^  i,  p  se  décompose  dans  le  corps  imagi- 
naire k{\/ —  q),  et  comme  — f/^-f-  i  (4),  le  nombre  des  classes  du 
corps  k[\/ —  fj)  esl  encore  impair,  et  on  conclut,  comme  dans  les 
cas  précédents,  en  tenant  compte  de  ce  fait,  que  la  norme  d'un 
nombre  entier  du  corps  k[\^ — </)  est  toujours  positive,  que  la 
congru  t'uce 

x'-  —p  =  0{q) 

est  aussi  possible. 
En  somme,  si 


ql  \pl 


et  si 


6)- 


+  ■■   '?)  =  -- 


par  conséquent,  si 


7/  \P' 


et  réciproquement. 

3*  Cas.  —  On  donne  les  deux  nombres  premiers  q  ei  q^. 

Supposons   (^^  j  =  —  I,  ou  sait  que  i—     \  =  —  i,  et  par 


suite 


7i 


Le  nombre  q^  se  décompose  dans  le  corps  imaginaire  k{\/ —  q), 
et,  comme  —  q  ^  i  (/j),  et  que  le  discriminant  du  corps  a  un 
nombre  impair  de  classes,  il  en  résulte,  comme  précédemment,  que 

.qj 

Si  (^-j  =  -h  I,  le  raisonnement  précédent  ne  donne  plus      • 

D'après  M.  Hilbert,  nous  considérerons  le  corps  k{\/qq^).  Pour  ce 
corps,  m  =  (y .  (y,  ^  I  (4)  et  f/  =  qq^.  Les  seuls  nombres  premiers 
divisibles  par  des  carrés  d'un  idéal  premier  sont  q  et  ^,.  Posons 
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(q)  =  q2,  {(j^)  =:x  qj-,  q,  q,,  qq^  scrunl  les  seuls  idéaux  ambigcs  du 
corps,  qq^  est  un  idéal  piincipal,  et  l'on  peut  démontrer  que  q  etq, 

sont  aussi  des  idéaux  principaux.  On  en  conclut  la  valeur  de  ("'  )• 

Soit  £  l'unité  fondamentale  de  /^(v'^^V,)»  on  a  ii(e)  =  +  i,  car 

I  — —  I  =  —  I ,  ( )  =  —  1 .  On  pourra  donc  trouver  un  nombre 

V- 

entier  du  corps  y.,  tel  que  e  ^=  ^ ,  ou  (a)  =  (a).  L'idéal  a  est  donc 

tel  que  chacun  de  ses  facteurs  divise  (a).  Soit  maintenant /;,  une 
unité  du  corps  telle  que  a  =  /y .  a  ou  a  =  /^  \^(](ji ,  on  aurait 

a  T,a  _|_    2  _■'■' y '?'?!_   -=  H-    » 

'-,'-va--''   ™  ■"  "  -  ;,' Vw'r  " '" 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  que  £  est  une  unité  fondamen- 
tale, y.  ne  pouvant  être  divisible,  à  la  fois,  par  q  et  q',  on  ne  peut 
avoir  que 


W  =  («)q. 

(«)  =  («)q.. 

dans  les  deux  cas 

q  r^'  I. 

q,  --vr  I. 

Donc,  pour  les  normes 

±  '/.  =  (.r  + 

2./               4     -^ 

±  ^71  =  (2^  -t-  J"  —  77i)''- 

Ceci  n'est  possible  que  si  2.x  -r-  y  est  divisible  par  y,,  et  on  peut 
écrire  alors 

L'hypothèse  (  "  )  =  i  va  nous  permettre  de  déterminer  le  signe 
du  premier  membre,  car  on  peut  écrire 

7Y»±  4  =  0(7,) 

Yï±47  =  0(ry,), 

l'hypothèse  exige  que  nous  prenions  le  signe  — ,  on  a  donc 
-4  =  71^^-7^^ 
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c'est-à-dire 

c'est-à-dire  que  (     )  =  +  i  entraîne  ( — -)  =  +  i,  et  par  suite 
On  a  donc,  pour 

et  aussi  pour 


a) 


ce  qui  démontre  la  loi  de  réciprocité  pour  les  nombres  premiers  q 
et  7,.  On  a  donc,  en  somme,  le  théorème  : 


(?)(?)  =  ^-') 


p-J  Q-l 


p  et  q  représentant  deux  nombres  premiers  impairs  quelconques, 
ce  théorème  est  complété  par  les  deux  théorèmes  suivants  : 
!*■■  Théorème  complémentaire  : 


2'  Théorème  complémentaire  : 

Fermât  connaissait  déjà  ces  deux  théorèmes.  Le  premier  a  été 
démontré,  pour  la  première  fois,  par  Euler,  en  1788,  le  second,  par 
Lagrange,  en  lyyô.  Gaussa  découvert  le  premier  théorème  complé- 
mentaire en  1790. 

Nous  allons  appliquer  cette  loi  de  réciprocité. 

Nous  allons  pouvoir  facilement  déterminer  la  valeur  de  (  ),  m 
étant  quelconque,  ol  p  un  nombre  premier. 
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0  (})  —  '■   (?)  =  -(!)■ 

7^1  (3),  donc  (  a  j  =  (  o  j  =  -H  1,  donc,  cnlin  (    )  =  —  i, 
par  suite  (1  =  —  i. 

:;)=(;;)-(:;)(:;) -(^)- 


/2-\        / 3  \' 
On  aurait  pu  dire  (  -i  )  =  (   „  )    et  ainsi  de  suite, 

(:p=(-V{i^)-(^)  =  (?)- 


ou 


Jacobi  a  généralisé  le  théorème  de  réciprocité  sous  sa  forme 
symbolique,  cette  généralisation  nous  sera  utile  plus  loin. 

Soit  p,  fj,  r  ...  des  nombres  premiers  impairs,  a  un  nombre 
premier  avec  chacun  d'eux,  posons  par  définition 

(,-—)=(;)(;)(:)•■■• 

on  a,  pour  tout  entier  impair  P 


r")- 

-(- 

P-i 

1)    ^    • 

Ip)^ 

=  {- 

P--1 
I)     « 

De  plus,  si  P  et  Q  sont  deux  nombres  premiers  impairs, 


P-i  ,,  n_i 


(q)(1v)-(-')^^ 


J 


LE    CORfS    (Jl  ADRATIQUE  l  29 

La  liémonsUalioii,  que  nous  ne  donnerons  pas  ici  s'oblicnt  par 
la  méthode  d'induction.  On  y  parvient  aussi  en  partant  de 

p  =  [ip  - 1)  -4- 1;  [{Pi  -  0  +  •]  -  '.{p.  -  0  +  I]. 

c'est-à-dire 

P  —  I  =  4a  -f-  (p  —  1)  -^  (p,  —  1)4-  ...  (/\  —  1), 

où  a  est  un  nombre  entier  rationnel. 

Il  faut  encore  ici  traiter  à  part  le  cas  général  et  les  cas  complé- 
mentaires. 

26.  La  représentations  des  nombres  par  des  sommes  de 
carrés.  —  Nous  allons  déduire,  de  la  théorie  des  idéaux,  quelques 
théorèmes  bien  connus. 

I.  —  On  a  montré,  au  n"  4,  que  dans  le  corps  k{\^ —  i),  tout 
nombre  premier  y^  de  la  forme  4'i  +  i,  et  le  nombre  />  =  2,  n'est 
susceptible  que  d'une  décomposition  essentielle  de  la  forme 


(i)  p  =  (a: -+- /—  1  7)  (x  —  V^— 


I  y 


les  facteurs  de  toute  autre  décomposition  ne  pouvant  différer  de 
ceux-ci  que  par  des  racines  de  l'unité  ±  i,  d=  \/ —  i  .  Autrement 
dit  :  tout  nombre  premier/)  ^  i  (^1)  oup  =  2  ne  peut  être  mis  que 
d'une  façon  sous  la  forme 

(2)  p  =  x^  -\-  y^. 

Legendre  avait  déjà  montré  comment  on  peut  trouver  x  et  y, 
dans  le  développement  de  /p,  en  fraction  continue.  Dans  bien  des 
cas,  on  obtient  tout  aussi  vite  ôc  et  y  par  des  essais.  Ce  qui  suit  per- 
met d'abréger  ces  essais. 

De  /)  =  x^  -+-  y^,  on  déduit 

(,x)2  +1=0  (/>), 
y  étant  premier  avec  p.  Soit  u»  une  racine  de  la  congruence 

X^  +  I  =  o  {p). 
X  est  un  diviseur  d'un  des  entiers  iv  h-  (ip,  qui  esl  <  />,  et  que  l'on 

Sommer.  —  Théorie  des  nombres.  ,, 
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peut  supposer  <C\/     »    '^  suflîra  donc  de  prendre  pour  a  des 
nombres  tels  que  iv  -f  ajt  soit  comi)ris  entre 

"~  a  Y    2  "  2  y    2 

Soient  />,  />,  deux  nombres  premiers  de  la  forme  '\it  -h  i,  on  a 
dan;-  A- (y —  i) 

p  =z  [x  -+-  [/—  I  v)  (.T  —  V—  I  y) 
Pi  =  (a*!  -I-  /—  IV,  i:i\  —  \^—  r  V,). 
on  a  donc 

/>/),  =  (x  +  /—  1  j)  [x,  -h  /—  1  Ji)  {:>•  —  V^—  I  v)  (rr,  _  v'—  i  r,) 
=  [.TXi— yji-f-(.rir-f-a-Vi)v — rj[.T.ri — vvi — (.Tiv-t-rv,)/ — i  J, 
(3)  /V),  =  (X  +  y/-  ï  V)  (X  -  sf'-i  Y)  =  X-^  +  Y'-, 

ou 

Plh  =  {x  +  \/—  I  y)  (.T,  —  \  —  I  ji)  (x  — y/—  I  r)  (a:,  ^  sj—  i  ji) 
=  [a:a'i4-j/iH-(ac,  V — a^Vi) V^ — i  ]  \P'Xs.-^yy\. — (a-,v — xy^)\' — i   , 
(/,)  />/)i  =  (X,+v/^Yi)(X,-/I^Y,)  =  X:  +  Yr. 

/)/>,   nous  apparaît  comme  la  norme  de  deux  entiers  du  corps, 
VV\  P^^^'  ^^"^^  xm%,  de  deux  façons  essentielles,  sous  forme  d'une 
somme  de  deux  carres,  les  formes  (3)  ot  (  'j). 
Pour  Pj  =  2,  on  a 


2P 


^  (i  +  /—  i)  (i  —  V^—  i)  (x  -h  v^—  ijj  (x  — V'—  i}-), 


mais  comme  i  +  \J —  i  =  v' —  i  (i  —  \' —  i)»  ^p  ne  peut  être 
mis  que  d'une  seule  manière,  sous  forme  d'une  somme  de  deux 
carrés. 

On  peut  étendre  ces  considérations  à  un  nombre  quelconque,  et 
on  obtient  (comme  le  lecteur  pourra  s'en  convaincre  lui-même)  le 
théorème  suivant,  établi  par  Gauss  ('). 

(')  Disfjiiis.  arith.,  V,  i8a. 
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Théorème.  —  Tout  en  lier  rationnel  positif 

a  =  2^Q.p/,/),^.  ...p,/v. 

qui  contient  les  fiicteurs />,  ...  p.,  de  la  forme  4/2  -h  i,  avec  des 
exposants  entiers  quelconques,  et  où  Q  est  un  produit  de  nombres 
de  la  forme  4'^  ■+■  3,  avec  des  exposants  pairs,  peut  être  mis  de 
plusieurs  façons,  sous  la  forme  de  deux  carrés 

a  =  X-  -+-  y^. 

Si  l'un  des  facteurs  c\,  e.,,  ...,  e^,  est  impair,  on  a 

décompositions  distinctes,  et  si  tous  les  exposants  sont  pairs,  il  y 
en  a  h,  H-     • 

2  ' 

Dans  le  cas  oiî  Q  contient  un  facteur  premier  de  la  forme  .\n  4-  3 
à  une  puissance  impaire,  a  ne  peut  jamais  être  mis  sous  la  forme 


La  réciproque  de  ce  théorème  permet  de  reconnaître  si  un 
nombre  de  la  forme  4'^  +  i  est  premier. 

Remarque  :  Gauss  (^)  adonné  une  solution  intéressante  et  simple 
de  l'équation 

p  =  x2  -h  y^ 

pour  p  premier. 

Soitp  =  /in  +  I,  ce  le  nombre  impair,  y  le  nombre  pair  de  la 
décomposition,  et  si  de  plus 

q  =  1.2  ...  n, 

r  =  [n  -+-  i)  (n  -H  2)  ...  211, 

±  X  est  le  plus  petit   reste  obtenu   en   divisant — parp;  et  y,  le 

2q 

plus  petit  reste  obtenu  en  divisant  ~  r-  par  p. 


(';  Œuvres,  t.  II,  p.  89-91. 
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]\  —  Ix  corps  lAy —  2)  n'ii  d'aulics  unilés  que  ±:  i,  et  le 
noiuhrc  des  classes//  =  i.  Le  iK.mhre  [)reniier/>  =  2  =  —  (v^ —  2)  - 
el  tout  riomljre  premier  de  la  forme  cSn  -f-  1  ou  Hn  +  3  ne  peut 
être  dccom[)osé,  qno  (riine  inaiiirie  essentielle,  cm  un  prodiiil  île 
deux  nombres  preniieis  distincts 

p  =  {x  —  \/—  2y)  {x  -+-  y/—  2  j). 

Autrement  dit  : 

Tout  nombre  premier  positif  p.  de  la  forme  8/j  -f-  i  ou  8/2  -+-  3, 
ne  peut  être  mis  que  d'une  manière,  sous  la  forme 

p  =  x"^  -h  2J^ 

X  et  y  étant  des  entiers  rationnels. 

III.  —  Dans  le  corps  k[[/ —  3)  /t  =  i,  et  tout  nombre  p  est 

décomposable  d'une  seule  manière  essentielle,  lorsque  (  ~r-  j  =  -h  r, 

ce  qui  n'arrive  que  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  3/2  -4-  i. 
Soit  p  un  pareil  nombre, 

/        I  _H  v/zi\  /        ,  4_  v/:r3\ 
P  =  [^  +  ) ^ — )  [^  ^  y  — 2 — / 

admet  toujours  une  solution  unique,  telle  que  j;  soit  impair  et  y  soit 
pair.  Soit 

p  ==  (a  H--  610)  (a  -i-  6to'). 

a  et  6  ne  peuvent  être  tous  deux  pairs,  sans  quoi  le  second  membre 
serait  divisible  par  A-  Les  unités  du  corps  sont  ±  i,  oj,  u  dans  le 
cas  où  a  est  impair  et  b  pair,  la  condition  est  remplie  par 

(i)  a  H-  bui. 

dans  le  cas  où  a  est  pair  et  b  impair,  la  condition  est  remplie  par 

(a)  (a  4-  6w)co'. 

Enfin  si  a  et  b  sont  impairs,  elle  est  remplie  par 

(a  +  bio)ui  =  —  6a)  +  (a  -I-  b)(.o. 
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c'esl-à-elifo  que  pour/)  ^  i  (3),  il  n'y  a  qu'une  décomposition  de 
la  l'orme 

p  =  {xi  -h  V,  v/a)  (x^  —  y,  y/s), 

ou  encore,  tout  nombre  premier  ralionel  /),  de  la  forme  3/i  +  i,  ne 
peut  être  mis,  que  d'une  manière,  sous  la  l'orme 

p  =^  x-  -t-  3y"-. 

On  pourrait  étendre  ces  théorèmes,  à  la  représentation  de 
nombres  non  premiers,  par  les  formes  x^  h-  2J-,  x'^  4-  3 y-,  et  on 
pourrait  aussi  déduire,  de  la  théorie  des  idéaux,  d'autres  représen- 
tations particulières  de  nombres,  par  des  formes  x'  ±  my-,  nous  y 
reviendrons  plus  tard,  aux  n"'  35,  36,  37.  Nous  nous  conten- 
terons de  ces  exemples.  Mais  nous  allons  tirer  quelques  conséquences 
de  la  théorie  des  formes  réelles. 

Considérons  le  corps  A'(v^2),  pour  lequel  h  =  i. 

Dans  ce  corps,  les  nombres  premiers  p,  de  la  forme  8/1  ±  i,  se 
décomposent.  Mais,  comme  ce  corps  contient  une  infinité  d'unités 
qui  s'obtiennent  en  formant  les  puissances  de  l'unité  fondamentale 
I  +  v^2 ,  la  décomposition  unique  en  idéaux  premiers 

nous  donne  une  infinité  de  représentations  de  ±/>,  sous  la  forme 
x'-  —  2y^,  car  si 

p  =  x^  —  2y-, 


on  a 


ou 


p  =  [x  -h  27)-  —  2{x  —  }')-, 


—  p 

=  (.T- 

vY  - 

2(x  — 

-yf' 

Cal 

—  p 

=  {x  -+- 

7/2)^ 

.(x- 

■7/2).' 

de  même 

P 

=  (x  -h 

jv/ajj' 

' .  (x  - 

-7/2)1 

P 

=={■6x^l^yY- 

-  2{2X 

+  hY- 

On  a  donc  le  théorème  : 
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Toul  nombre  premier  positif  ou  ncgatif,  qui  pris  positivement 
est  de  la  forme  8/j  ±;  i,  peut  être  mis  d'une  inlinitc  de  façon  sous 
la  forme 

et  ces  diflerenles  formes  se  déduisent  de  l'une  d'entre  elles,  en  em- 
ployant les  unités  ±  h"  du  corps. 

On  peut  énoncer  rjuantités  de  théorèmes  analogues. 

27.  Le  symbole  d  Hilbert  pour  les  restes  normiques.  — 
Nous  allons  entreprendre  une  recherche  assez  longue,  celle  de  la 
répartition  des  classes  d'idéaux  en  genres. 

Il  s'agit  d'une  classification  empruntée  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques,  telle  qu'elle  a  été  établie,  pour  la  première  fois,  par 
Gauss.  Il  lui  a  consacré  la  plus  grande  partie  de  la  sect.  V  des 
Disgiiis.  arilh.  Il  considérait  ces  recherches  sur  les  genres  comme 
des  plus  belles  et  des  plus  difficiles  de  l'arithmétique  supérieure. 

Nous  déduirons,  de  cetle  répartition  de  classes  en  genres,  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  réciprocité  quadratique. 
Cette  démonstration  présente,  sur  toutes  les  autres,  un  grand  avan- 
tage, elle  peut  être  généralisée  pour  les  lois  de  réciprocité  de  degré 
supérieur. 

M.  Ililbert  a  beaucoup  simplifié  l'exposition  pour  le  corps  qua- 
dratique, il  lui  a  donné  une  forme  qui  restera  longtemps  classique, 
et  cela  au  moyen  d'un  nouveau  symbole,  que  nous  allons  définir 
tout  d'abord. 

Définition  :  Soit  /)  un  nombre  premier  positif  rationnel,  et  soient 
m  et  n  deux  nombres  entiers  rationnels  quelconques,  m  ne  conte- 
nant aucun  facteur  carré. 

Si,  pour  toute  puissance  entière  positive  de  p,p' ,  n  est  congru  à 
la  norme  d'un  entier  a  du  corps  k[\^m.),  suivant  le  module  p\ 
c'est-à-dire  si  n  ^  n(y.{  {p')  pour  toute  valeur  rationnelle  entière 
positive  e.  Nous  conviendrons  que 

Si,  par  contre,  il  n'y  a  dans  le  corps  k\\'mj  aucun  nombre  a, 
tel  que  n  ^  /î{a)  {p),  ou  si  la  congruencc  n  ^  n{7.)  (p')  n'est  pas 
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satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  rationnelles  de  e  par 
des  entiers  a  du  corps,  nous  écrirons 

("''")=-  r. 

Dans  le  premier  cas,  ii  est  dil  un  reste  normiquc  du  corps  k[^m) 
suivant  le  module  p.;  dans  le  second  cas,  il  est  dit  un  non-resle  nor- 
mique  suivant  le  module  p. 

La  raison  essentielle  de  l'emploi  de  ce  symbole,  c'est  qu'il  peut 
être  soumis  à  des  rèi^lcs  de  calcul  très  simples,  analogues  aux  règles 
valables  pour  le  symbole  de  Legendre. 

Avant  de  les  expliquer,  nous  ferons  les  remarques  suivantes  : 

I.  On  peut  toujours  supposer  que  ii  est  un  entier  sans  facteur 
carré,  car  si  n  =  a-n,,  on  a 

\    /^    /         \p~)' 

1.  Parmi  les  p  —  i,  nombres  incongrus  du  système 

1 ,  2  . , .  /)  —  I  , 

la   moitié   est  formée  de  restes    quadratiques,    l'autre  moitié  est 
formée  de  non- restes  suivant  p.  Désignons  par 


r,,  r. 


p-i 


les  restes,  et  par 

2 

les  non-restes  quadratiques. 

Soit  n  un  non-reste  quelconque,  parmi  les  différences 

f/,  =  i\  —  n,       d.^  =  r^  —  n  ...  f/,,_i  =  rj,_i  —  n, 

il  y  a,  au  moins,  un  non-reste  suivant  p. 

La  proposition  est  évidente  pour  /)  =  3. 

Soit  p  un  nombre  premier  >-  o.  on  voit  tout  d'abord  que  deux 
quelconques  des  dilTérences  Jv  ne  peuvent  être  congrues  suivant/). 
Il  en  résulte,  que  deux  des  nombres  d-,  ne  peuvent  être  congrus  au 
même  reste. 
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Admettons  que  tous  les  nombres  d^,  d.^  ...  soient  des  restes,  on 
aiiiiiil 

ri  —  n  =  n^  ip) 

n  =  r,  —  i\^  (/;) 

/(  =  r,  —  r,   [p] 


ou 


et  (Je  niimc 


où  les  l'i,  ,  ...  i\  _   coïncident  avec  les  r,,  r.,  ...  /^-i  pris  dans  un 
certain  ordre.  En  ajoutant  toutes  ces  congruences,  il  vient 

^^^.n  =  o(y-). 

ce  qui  est  impossible,  car  ~^—   et  n  sont  premiers  avec  p.  Il  y  a 

donc,  parmi  les  diiTérence  (/,  au  moins  un  non-reste. 

Si  Ton   remarque  de  plus,  que  pour  /)  >  3  (le  cas  de  p  =  'd 
doit  être  excepte), 

I  I 

^  r,     et      7  ih     sont  ^  o  'p). 

I  -1 

on  voit  que  parmi  les  nombres  '/.  il  y  a  au  moins  un  reste. 

Désignons  par  r  l'un  quelconque  des  nombres  /•,,  on  démontre 
de  la  même  façon  que  dans  les  suites 

/î,  —  r.       /(,  ±  r.       /i,  ±  II, 

il  y  a  toujours  des  restes  et  des  non- restes. 

Les  opérations,  sur  le  symbole  de  Uilbert,  sont  fondées  sur  les 
propriétés  exprimées  par  les  /i  théorèmes  suivants. 
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Théorèmel.  —  p  étant  un  nombre  premier  impair,  qui  ne  divise 
aucun  des  deux  entiers  rationnels  m  et  n,  on  a  toujours 

(A)  ("•/';  =  -■■ 

Si  n  et  m  sont  tous  deu\  divisibles  par  la  première  i)uissance  de  p, 
et  ne  le  sont  pas  par  p"^,  on  a 


nin 


(C)  ("-^ 


i"\  _  I  /'■' 


/ 


P    /  \      I> 

Démonslruùon  :  A.  Soit  d'abord 

le  tbéorème  exige,  tout  d'abord,  que  la  congruence 

n  ^  x^  —  iiiy''  (p), 
ou 

(i)  X-  —  my-  —  n  ^  o  [p), 

admette  des  solutions  entières  rationnelles. 

En  effet,  si  r  j  ;=  +  i,  (  -  j  =  dz  i,  on  peut  prendre  pour  y  la 
valeur  o,  et  pour  x,  une  solution  de 

.T-  —  n  ^  o  (p). 

Si  ( -)  =  H-  I,  (    j  =  ±  I,  on  peut  écrire  m  ^  2^  (p),  et  la 
congruence  (i)  peut  s'écrire 

(2)  X-  —  :-y'  —  n^o  [p). 

on  peut  poser 

,ov  n  -t-  I  ,  , 

(3)  0-  =  — ^(pj, 

où  l'on  remplacera  n  par  son  reste,  par  p  si  n  est  pair. 
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Mais  la  congrucncc  Ci)  admet  toiijonrs  une  solution  entière 
pour  j,  parce  que  r  est  premier  avec  />.  par  conséquent  (i)  admet 
des  solutions  entières  :c  et  y. 

Soit  enfin  (  .^  )  =  —  ' .  (  „  )  ==  —  i .  Un  remarque  que  my^  par- 
court deux  fois  tous  les  non-restes  de  />,  lorsqu'on  donne  à  y  les 
valeurs  de  i,  2,  ...  /y  —  1.  Si,  d'autre  pari,  on  donne  à  x^  toutes 
les  valeurs  des  restes  suivant  p,  il  y  a  parmi  les  nombres  x^  —  n 
au  moins  un  non-reste,  la  congruence  (i)  admet  donc  au  moins 
une  solution  entière  x,  y. 

Pour  m  ^  I  ('1)  il  faut  que  l'on  puisse  résoudre 

/        y\'^      '"   o     ^ 

;i=(^rr +g    —  ^  y- [p). 
ou 

(la)  4«  =  (2X  -^  j)2  —  m/  (/)). 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes  nous  montreront 
que  (i„)  est  possible. 

Après  avoir  prouvé  qu'il  y  a  toujours  un  nombre  a  du  corps, 
tel  que 

n  =  n{7.   (/j). 

il  nous  reste  à  prouver  que,  quel  que  soit  e,  il  existe  un  nombre  a, 
tel  que 

n  ^  a  (a)  (p«). 

Nous  le  supposerons  vrai  pour  c  —  i,  et  nous  le  déduirons 
pour  e. 

Soit  «1  =  a  H-  6w  un  nombre  entier  du  corps  k{\^m),  tel  que 
n  ^  «(a,)  (p'""'),  posons  .r  =  a  -+-  «//'"',  y  =  b  -h  rp^~S  et  cber- 
cbons  à  déterminer  u  et  v,  de  telle  sorte  que 

n  ^  n[x  -\-  y^)  ' p'). 

Lorsque  m  ^  i  ( 'j)  par  exemple,  u  et  r  devront  satisfaire  à 

,          a^  —  b'-m  —  n  ,   . 

ian  —  jbv -~^ —      :^  o  [p]. 
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Celle  congrucnce  admel  toujours  des  solutions,  car  a  el  /;  ne 
peuvent  tous  deux  ètie  divisibles  par/j. 

On  verrait  qu'il  en  est  de  même  pour  m  ^  i  (i). 
La  congruence  a  ■=  n{x  -+-  yoi)  (p')  admet  une  solution  au  moins 
pour  e  =  I,  elle  en  admet  donc  pour  a  =  2,  3,  ...,  on  a  tlonc  en 
général 

/n,  m^ 
\~P 

B.  Soit  m  =  p  la  condition  nécessaire  et  suirisante  pour  que 


les  congruences 

(5) 

x'' 

(6)                       [2X  -f 

-  yf  - 

~py'  —  n  =  o  {p'),       p  ^  I  [Ix], 
py^  —  hn  =  o  {p^).       /)  =  I  (4) 

soient  possibles  est  /-  I  =  i.  Si  enfin  n  =  p,  la  congruence 

x^  —  my^  -  -  /)  ^  o  {p"). 

n'est  possible  que  si 

x'^  —  my-  =0  ip) 

est  possible,  c'est-à-dire  si  (  -  |  =  +  i ,  par  conséquent 

v)=(t)=';' 

Celte  dernière  égalité  s'étend  évidemment  au  cas  oi!x  soit  m  soit  n 
est  divisible  par  p, 

CT') =(-;-) =(";)■ 

G.  Si  m  et  n  sont  tous  deux  divisibles  par  p,  sans  l'être   tous 
deux  par  p-,  (m  =  pm^,  n  =  pii^),  les  congruences 

x^  —  my^  —  n  ^  o  {p'X 
(arc  H-  r)^  —  my-  —  4«  ^  o  (/)'"', 

n'admettent  de  solutions  que  si  l'on  peul  résoudre  une  congruence 
de  la  forme 

p\^  —  »iiY-  — /ii  =  o  (/)), 
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pour  cela,  Il  faut  et  il  .siilïil  (jiic 

ini\-  -T-  «i  ^o  (/)), 
ou  encore  que 


(«iiY;-  -+-  m,ni  ^  o  (p) 

soit  possible,  c'est-î 

i-(lire  que 

{--';-')--'■ 

c'est-à-dire  que 

1        n  .  m  \ 

('v")-l  r  ■ 

Le  théorème  I  est  donc  com[)lètement  démonlri?. 
Théorème  11.  —  Lorsf|uc  //*  cl  n  sont  deux  entiers  rationnels 
impairs,  on  a 


(A)  {'^') 


n — 1   ,  »i  —  I 

;    1        *    "1~ 


et 

(B)  (!V^)  =  (Y)  =  (-.)"-^. 

Démonslralion  :  Démontrer  A,  cela  revient  à  démontrer  qua 

(l)  X-  —  »iV-  —  Il  ^  o  (2-) 

admet  des  solutions  pour  m  ^  i  (4),  et  que 

(3;  X-  H-  XY  -+-  ,  V-  —  H  ^  O  '3') 

'  4         ' 

en  admet  pour  //*  ^  i  (4). 

Démontrer  B,  c'est  démontrer  que 

(3)  x-  —  av'^  —  n  ^o  [2") 

(4j  X-  —  7i/-  —  2^0  (2') 


ou  que 

T^    _U    -rv    -U        -   - 

4 

suivant  que  n  ^  i  ou  que  n  ^  i  (4)  admettent  des  solutions. 


(5)  x^  -t-  xy  -+-       - —  v-  —  2^0  (a''). 
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On  reconnaît  loul  trabord  que  ces  congrucnccs  sont  possibles 
pour  ('  =-'  I.  mais  que  cela  n'entraîne  pas  la  possibilité  des  con- 
gniences  pour  c  >  2.  Nous  allons  montrer  que  ces  congruenccs 
sont  possibles  pour  toutes  les  valeurs  de  <?,  si  elles  sont  possibles 
pour  e  z=\\. 

Soit  X  =  a,  y  =  /^  une  solution  de  la  congruence 


;i),  (3).  (A)  x'-  —  mf  —  n  =  o,  (: 


; 


[en  réunissant  les  congruences  analogues  (i),  (3),  {/[}].  supposons 
en  outre  que 

a^  —  mb-  —  n 

n'est  pas  divisible  par  2*,  et  posons 

.T  =  fl  -h  2'-»,        y  =  h  -^  2^1', 
alors 

x^  —  my^  —  n  =  a'^  —  inb-  —  n  -\-  S{an  —  mbv)  -f-  i6[u^  —  mv^), 

c'est-à-dire  que 

x~  —  iny-  —  n  ^0(2^), 
si 

au  —  mbv  ^  o  (2), 


a^- 

-mb^  —  ^ 

8 

c'est-à-dire 

(6) 

au  —  n 

Mais  la  congruence  (i)  exige  que  a  ou  6  soit  impair,  et  les  con- 
gruences (3)  et  (/|)  exigent  que  a  soit  impair,  la  congruence  (6)  est 
donc  possible. 

On  concluera  de  même  de  la  possibilité  de  x^  —  my^ —  n^o  (2-) 
pour  e  =  '4,  celle  de  la  même  congruence  pour  e  =  5,  6,  .... 

Il  est  facile  de  voir  que  pour  appliquer  ce  raisonnement  à  la 
congruence  3,  où  m  =  2,  il  faut  légèrement  modifier  les  valeurs 
de  X  et  y. 

On  montre  de  la  même  manière,  que  les  congruences  (2)  et  (5) 
admettent  des  solutions  pour  toutes  les  valeurs  de  e  ]>  3,  lorsqu'elles 
en  admettent  pour  e  =  3.  Soit  x  =  u,  y  =  h  une  solution  de  ces 


i4a 
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congiucnccs  p<jur  t*  r^  3,  on  posera  x  =  a  -h  Su,  y  =  0  -+-  îii',  il 
faut  alors  déterniint  r  u.  c  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


XY 


I  —  m    .,  .   . 

— ; —  V-  —  n  ^  o  i  a*'. 


,1  —  "    . 
X-  ■+-  TV  H j —  y 


a  ^  o  (2* 


Un  serait  condnil  à  résoutlre 

av  -H  6u  -+-  I  ^  o  (2). 

qui  admet  toujours  des  solutions,  caria  congruence  (2)  exige  que  a 
ou  6  soit  impair,  et  la  congruence  (5)  exige  que  6  soit  impair. 

Pour  reconnaître  enfin,  pour  quelles  valeurs  de  m  cl  de  //,  les  con- 
gruences  de  (i)  à  (5)  admettent  des  solutions  quel  que  soit  e,  il 
sullit  d'essayer  pour  m  et  n  toutes  les  combinaisons  i,  2,  3,  5,  7, 
dans  les  congruences 


x^  -\-  xy  -k- 


X- 
I 


v2  _,i  =  o  (8,, 


—  j'-  —  n  =  o 


Toutefois,  pour  déduire  un  résultat  qui  nous  sera  utile  dans  la 
démonstration  du  théorème  suivant,  nous  donnerons  aussi  à  m  et  n 
les  valeurs  6.  On  obtient  alors  le  tableau  suivant  : 


m 

n 

I 

I.     2, 

3, 

5, 

6. 

7 

2 

I.     2. 

7 

3 

1,     5. 

6 

5 

I,     3, 

5. 

/ 

6 

I.     3, 

6 

7 

I.     2. 

5 

où  nous  avons  écrit,  en  face  dos  valeurs  de  m,  les  valeurs  de  n  cor- 
respondantes rendant  les  congruences  possibles. 


Il,  m\         ,  "7'  •  'T' 


H-    I  OU 
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Ce  tableau  nous  monlie  que  si  m  et  n  sont  impairs, 
(A)  ("•/')  =  (- 

de  plus,  si  n  est  impair, 

(V")  =  'V)  = 

suivant  que  /i  ^  =b  i  (8)  ou  /î  ^  ±  3  (8),  ce  qui  nous  donne 

Le  tableau  peut  aussi  nous  servir  pour  le  cas  de  p  =  2,  m  ou  n 
étant  pair,  ou  m  et  n  étant  pairs  tous  deux. 

Théorème  III.  —  Si  m,  n,  m^,  /i,  sont  des  entiers  rationnels 
impairs,  on  a 

(A)  ("-^.)  =  («_^)(«^'.), 

(B)  (^-^')  =  {^^)  (îl^). 


Démonstration  :  A.  On  reconnaît,  comme  précédemment,  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

x^  —  2m, y-  —  71  ^  o  [2^) 

soit  soluble,  est  qu'elle  le  soit  pour  e  =  3.  Il  suffira  donc  de  prendre, 
pour  2m ^  et  n,  les  noinbres  inscrits  au  tableau. 
Ce  qui  permet  de  vérifier 

c'est-à-dire 

B.  Pour  déterminer  la  valeur  du  symbole  ( — 7 —  L  nous  consi- 
dérons deux  cas,  m  ^  3  (/i),  /n  ^  i  (/i). 
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Ji,.  m  ^E  3  Cl).  Le  symbole  dllilboil  a  la  valeur  4-  i,  lorsque 

x^  —  niy-     -  an,  ^  o  (2') 

est  possible  pour  toutes  les  valeurs  de  e.  Ceci  a  encore  lieu  lorsque 
la  congrucnce  est  possible  pour  e  —  3,  car  dans  ce  cas  les  solutions 
sont  des  entiers  impairs. 

Mais  le  tableau  nous  montre  que 


(^^F) 


si  n  =  I  Cl)  et  m  =  ±:  I  (8),  ou  si  «,  =  3  Ci)  avec  m  =  i  (8)  ou 

m^3  (8),  ces  formulesréunis aux caspour  lesquels  (   "'-"M  ;= —  ,^ 
nous  donnent 


')-(-■ 


2/1,    m\  '"'-^     "'-'     '5^"' 

'_^'  '"^  =  r—  n   8  -^  2 


c'est -à-dire 


•■ini,  m\  /2,  m\   //'i- 


B,.  /H  ee;  1  Cl).  Dans  cette  li\potbèse,  il  s'agit  de  savoir  si  la 
conffruence 


'6' 

.,  1  -  -  m 


,1)  y'    +    .TV    +     --       "_   y-^    —    2/1,    =   O   (2^). 

ou  si  la  congrucnce 

(l„)  (2.T  H-  v)2  —  mv2  —  8/1,  =  o  (2^+2) 

admet  des  solutions  ;  on  peut  l'écrire 

(2)  X^  —  )/iV-  —  8/1,  ^  o  (s'i). 

elle  en  admet  toujours  pour  i\  =  2,  elle  en  admet  pour  c,  =  3,  si 
l'on  peut  satisfaire  à  (2.,),  X^  —  m\'-  =  o  (8).  Réciproquement,  la 
congruence  (2)  n'est  soluble  pour  i\  =  'i  et  t',  >  '4,  que  si  X  et  Y 
satisfont  à  X'-  —  tn\-  ^  o  (8)  et  non  à  X*  —  m\^  ^  o  (i6), 
c'est-à-dire  que  X  et  Y  ne  doivent  pas  être  des  nombres  pairs,  et  il 
en  résulte  que  (2„)  n'admet  de  solutions  que  si  /?j  ^  i  (8).  Il  y  a 
<dors  des  nombres  x  et  }',  solutions  de  la  congruence  primitive  (1). 
Il  s'ensuit,  comme  dans  les  cas  précédents,  que  la  congruence  (2) 
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est  possible  pour  toutes  les  valeurs  de  i\,  ou  encore  que  (i)  est 
soluble  pour  toutes  les  valeurs  de  c,  dès  que  m  =  i  ((S),  la  forme 
de  Aï,  n'intervient  pas,  on  a 

K — ~ —   )  ^  +  I        lorsque        m  ^  i  (8), 
( — - —  )  =  —  I        lorsque        m  ^  5  (8), 

ou  encore  lorsque  m  ^  i  (4), 

En  résumant  les  deux  cas  m  ^  i,  m  es  3  d),  on  voit  que 
(B)  (^,-"')  =  i}^)  (^■)- 

C.  La  valeur  du  symbole  ( — ^  j  dépend  des  propriétés  de  la 

congruence 

(i)  X-  —  2m, V-  —  2/1,  ^  o  (2*), 

cette  congruence  admet  des  solutions,  pour  les  valeurs  de  e,  qui 
sont  telles  que 

(ij  2,'?Ji.T-  —  (2/?ii.r)-  —  4"îi'*i  ^  o  (2'+') 

en  admet.  Ceci  exige  que  x  et  ani^y  soient  pairs  ;  soit  donc  x^=i\, 
m^y  =:  Y,  il  vient 

(ij,)  Y-  —  2miX-  H-  m,/ii  ^  o  (y^)- 

A  chaque   solution   de   (i)  correspond  une  solution  de  (r,,)  et 
réciproquement.  C'est  pourquoi 

2/1,,   2/?l,\    / —  /«,«,,   2/?Ji 

2  /  \  2 

Théorème  I\  .  —   Soient  /;/,   n,  m^,  n,    quatre   entiers  ration- 

Si  MUER.  —   TliLOiie  (les  nombres  lO 
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nels   sans  facteurs  carrés,  et  soit  p  un  nombre  premier  rationnel, 
on  a 

/ —  m,  m\         ,    , 


/n,  m\         /m,  n\ 

(«)  [-ri  =  [-p-r 

(n,  mmA         fn.  m\  (n.  n»,\ 

Démonstration  :  L'égalité  (\)  est  évidente,  car  —  m  est  la  norme 
de  V^m  ,  et  on  a  pour  tout  nombre  p,  la  congruence 

_  m  =  n  {\/m)  (p"). 

B.  La  formule  (B)  est  vraie  pour  p  impair,  car  si  n  et  m  sont 
premiers  avec  p. 

(T)  =  ('ir")  =  -" 

Si  l'un  des  nombres  m  ou  n  est  di\isible  par/>, 
Enfm  si  m  et  n  sont  divisibles  par  /)', 

r-r)  =  ("-F)  = 

En  second  lieu,  la  formule  (B)  est  vraie  pour  p  =  2.  Le 
théorème  III  nous  montre  que  le  théorème  est  vrai  pour  les  cas 
oii  l'un  des  nombres  m  ou  n  au  moins  est  impair.  Reste  le  cas 
de  m  et  n  pairs. 


<t 
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Mais 


'»i'ii,  n, 


"i|  ni  — I       71 1  —  l 
2  '  ~2^ 


l 2 j=(-^ 

et  comme  il  résulte  de  w,  =  ±  i,  /i^  =  it  i  (4), 


m  I M 1  —  1    _    m 1—1 
2  '   ~2 


o X 7. =  o    2  , 


c'est-à-dire  que  (B)  est  vraie  pour/)  =:  2. 

C.  La  formule  (C)  est  vraie,  tout  d'abord,  pour  p  impair,  dans 
le  cas  où  nn^  est  premier  avec/). 

On  a,  ou  bien 


/m,,^^  _  ^  fn,  m\   ( n^,  m 


P      /  \    P    J   \    P 

dans  le  cas  où  m  n'est  pas  divisible  par/),  ou  bien 

(-/-')= (t)=(;:)(;7)=("-p)(^' 

lorsque/)  =  pm^.  On  le  démontre  de  même,  lorsque  /?n,  est  divi- 
sible par  /). 

Pour  /)  =  2,  la  formule  (C)  est  une  conséquence  du  troisième 
théorème,  et  de  ce  fait  que  si  m,  n,  n,  sont  impairs, 

fn/ij,  in\  /n.  m\  fn^. 


et 


-H  =  ('V)  C^.- 


comme  nous  le  démontrons  facilement, 
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car,  à  cause  de  lliypollièse 


on  a 


el  par  suite 


L'égalité 


2 


n  —  1        ni  —  1  _  nni  —  i  ,  ^ 


("^)  (-'r^')  =  (-^"')- 


(-i-)=(v)(v: 

s'obtient  par  un  calcul  direct,  en  remarquant  que 

/n.mm,\ 
D.  La  formule  (D)  se  démontre  en  partant  du  syn)l)Olc  y—y  J 

et  en  lui  appliquant  la  formule  (B),  puis  la  formule  (C),  puis  enfin- 
en  appliquant  à  chaque  facteur  la  formule  (B). 

Si  alors  on  remarque   que  {^-y^  =   -^  i    pour  tout   nombre 

premier  /),    n  étant  la  norme  d'un  entier  a  du  corps  kWm),  le 
théorème  IV  nous  donne 

(-1,-^0= Ct-")- 

28.  Le  système  des  caractères  dun  idéal.  —  Soit  a  un  en- 
tier rationnel  et  soient  /,,  U  ...  /.-  les  ditïërents  nombre^  premiers 
rationnels  qui  divisent  le  discriminant  d  du  corps  /.■>//»),  d'après 
Gauss  rensemble  des  /  unités  ±:  i 


/a,  m\  (a.  m\         i  a,  h 
est  dit  le  système  des  caraclircs  du  nombre  a  dans  le  corps  kWm)^ 
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Pour  étendre  cette  définition  aux  idéaux  d'un  corps,  il  faut  faire 
une  distinction  entre  les  corps  réels  et  les  corps  imaginaires. 

Soit  (')  n  un  idéal  d'un  corps  imaginaire  k{y/m  ),  on  peut  toujours 
admettre  que  Ti  =  rt(a)  est  un  nombre  positif,  et  nous  désignerons 
parsj5/tV«e  des  caractères  de  l'idéal  tt  du  corps  k{\/m)  l'ensemble 
-des  /•  =  /  unités  rb  i. 

/7T,  m\   /Ti,  in\         /n,  m\ 

Soit  n  un  idéal  d'un  corps  réel  A(\//n),  on  établit  d'abord  le 
■système  des  caractères  E  du  nombre  —  i ,  et  l'on  distingue  deux 
cas  : 

1 .  Le  système  des  caractères  n'est  composé  que  d'unités  positives. 

2.  Le  système  des  caractères  contient  des  unités  positives  et  des 
•unités  négatives. 

Dans  le  premier  cas  n  =  /i(a)  est  positif,  et  l'ensemble  des 
/'(=  /)  unités  qui  forment  l'ensemble  des  caractères  de  7ï  est  dit 
aussi  l'ensemble  des  caractères  de  a. 

Dans  le  second  cas,  soit  /<  un  nombre  premier  tel  que 


I,  m\ 


nous  cboisirons  n  =  dz  n{a),  nous  prendrons  le  signe  -+-  ou  le 
signe  —  de  telle  sorte  que 


(T) 


I, 


posons  /•  =  /  —  i^  et  nous  désignerons  par  système  de  caractères 
de  a  dans  le  corps  k{\/ni)  les  r  unités 


n,  in\  /il,  m 

'171  V~ir 


Le  système  des  caractères  d'un  idéal  principal  n'est  donc  com- 
posé que  d'unités  positives. 

I"  Exemple.  —  Le  corps  imaginaire  k (/ —  2 1  ),  (/  =  —  S/j. 


IIiLBEur,  Zahlber.,  §  G5. 
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Nous  avons  à  considérer  les  nombres  premiers  /,  =  2 ,  /_,:=  .S,  A  =  7 ,. 
par  exemple  pour  —  1 , 


pour  le  nombre  3, 

(^)— ■  (^-)=a)=--  {^Hh- 

La  norme  de  l'idéal  ambigu  (2,1+  [/ —  21  ),  77  =  2,  cl  on  a 

Enfin  soit  a  =  (5,  3  +  \/ —  21  ),  7t  =  5, 

Pour  tout  idéal  principal  (a)  le  système  des  caractères  est  évi- 
demment -h  I,  +  I,  -+-  I. 

2"  Exemple.  —  Le  corps  réel  k  (v/34  ) ,  f/  ^  1 36,  /,  =  2 ,  /,  =  1 7 ^ 


■*  '  =  (  —  1)    »     ■     •-=  =«     =  H-  I, 

2  ■ 


(-^^)  =  (=^)- 


il  faut  donc  faire  r  =  t  =  2. 

Tout  idéal  principal  admet  comme  caractère  H-  i ,  -t-  i . 

Soit  0  =  (3,  I  +  y  34),  il  faut  prendre  77  =  -)-  3,  le  système 
des  caractères  de  (t  est 

3*  Exemple.  —  Le  corps  réel  k{\/bi  ),  d  =  2o4,  l^  =  2,  1^^=  ^^ 
/^  =  17,  les  caractères  de  —  i  sont 

(-^)  =  --      (--3~)  =  (=3')  =  -- 
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Nous  ferons  4  =:  3,  r  =  2^  et  nous  aurons  pour  les  caractères 
d'un  idéal  principal  H-  i ,  +  i . 
Soit  a=  (5,  6  4-  \/5i), 

si  Ton  prend  7ï  =  —  5,  on  a  alors  pour  a 


I. 


On  a  comme  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède  : 
Théorème.  —  Tous  les  idéaux  d'une  même  classe  ont  le  même 
système  de  caractères. 

Démonstration  :  Soient  0  et  6  deux  idéaux  du  corps  k  (\/m  )  appar- 
tenant à  la  même  classe,  c'est-à-dire  qu'il  existe  deux  entiers  a  et  j3 
du  corps,  tels  que 

(a)a  =  (p)a. 

Soient  n(a)  et  n{[i)  les  normes  de  a  et  de  j6,  et  posons,  suivant 
la  défmition  des  systèmes  du  caractère  de  a 

N  =:  ±  n(aa),      N,  =  ±  n(?a), 

c'est-à-dire 

N  =  Ni, 
n  =  ±n[a),       ïïi  =  d=n(6), 

on  a  pourp  =  /j,  4  ...  h, 

r-f)=c^)  (¥)=(¥> 

/Ni,  m\  ^  /n(P),  m\  ln„  m\  _  /ïï,, 


et  comme 


(¥)=(¥) 


pi     \  p 

pour/)  =  /,  ...  Ir.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
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29.  La  répartition  des  classes  d  idéaux  en  genres.  —  Nous 
réunirons,  en  un  nièiiic  ;,aouj)e,  toutes  les  classes  d'idéaux  possédant 
le  même  système  de  caractères,  et  nous  dirons  que  toutes  ces  classes 
appartiennent  à  un  même  genre.  Le  genre  qui  contient  la  classe 
principale  est  le  t/cnre  principal.  Son  système  de  caractères  est 
composé  d'unités  toutes  positives. 

Théorbne. — Chacun  des  genres  du  corps  k[\/ m)  contient  le 
même  nombre  de  classes. 

Démonslralion  :  Soient  H,,  H,,  ...  \\f  les  classes  du  genre  prin- 
cipal, et  soit  K  une  classe  qui  n'appartient  pas  à  ce  genre,  alors 
1°  les  classes  KII,,  KIL  ...  KWf  sont  toutes  différentes,  et  2°  elles 
appartiennent  au  même  genre. 

En  effet,  soient  |,  f),,  j^^  ...  fj,  des  idéaux  appartenant  respective- 
ment à  K,  II,  ...  11^,  on  ne  peut  avoir 

ji)i  ::^:^  \i)i,     sans  quol  on  aurait      Jj,  :;>^  Ij^- 

on  a  donc  aussi  KII,  ^  KH^- 
On  a  de  plus 


±na|^i\  ^  l±n{\).  n(^.).m\       /±n_(iOiil'\  /±"(^.)."'^ 


et  de  même  pour  1^.,  l^a  ...  %.  Toutes  les  classes  KII,  ...  KWf  ont 
donc  le  même  système  de  caractères. 

Soit  L  une  classe  qui  n'est  pas  comprise  dans  les  précédentes* 
le  système  des  caractères  de  L  ne  peut  être  ni  celui  de  la  classe  prin- 
cipale ni  celui  des  classes  KHi  ...  KII^. 

Soit  i  un  idéal  de  la  classe  L  et  j  un  idéal  de  la  classe  K  (et  aussi 
de  KHi,  si  Hi  est  la  classe  principale).  Soit  (/)  un  idéal  principal, 
divisible  par  j',  il  existe  un  idéal  a,  tel  que 

[i)l  =  ].a, 
et  on  a 

(±n{i{),  m\  ^  /±/t(I).  m\ 

(±in{i),m\  ^  /±  nij),  m\  I±l  n[a),  m\ 
pour 
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Si  I.  admettait  le  même  système  de  caractères  que  K  ou  que  KHv, 
on  aurait 


/±_a(a)^A  ^ 


4-    I 


pour  /  =  I,  ...  r.  Mais  alors  a  appartiendrait  à  une  classe  du  yenre 
principal,  et  on  aurait 

L  =  KH,. 

L  serait  donc  une  des  classes  déjà  considérées. 

Les  classes  KHi  ...  KH;^,  et  celles-là  seulement,  appartiennent  à 
un  même  genre.  On  démontrera  le  même  lait,  et  de  la  même 
manière  pour 

LH,  ...  LH^, 

il  est  évident  qu'en  continuant  ainsi,  on  épuisera  toutes  les  classes 
d'idéaux.  Le  théorème  est  démontré. 

On  peut  déjà  tirer  de  là  des  conséquences  importantes. 

Lorsque  le  discriminant  d'un  corps  k{\/ni)  ne  contient  qu'un 
seul  nombre  premier,  le  nombre  des  classes  d'idéaux  est  impair, 
et  le  système  des  caractères  d'une  classe  n'est  composé  que  d'une 
unité,  soit  -h  i,  soit —  i.  Il  ne  pourrait  donc  y  avoir  que  deux 
genres,  mais  comme  le  nombre  des  classes  du  corps  est  impair, 
toutes  les  classes  appartiennent  à  un  seul  et  même  genre,  dont  le 
système  des  caractères  est,  soit  +  i,  soit  —  i. 

Théorème.  —  Soient  n  et  m  deux  entiers  rationnels  sans  facteurs 
carrés 

niT^) =-*-■■ 

p 

oh  le  produit  H  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  rationnels. 

Démonstration  :  Tout  d'abord,  pour  tout  nombre  premier/)  qui 
ne  divise  ni  n  ni  m 

n(T')=-'- 

p 
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Si  n  et  fiï  sont  deux  nombres  impairs  positifs  et  sans  diviseur 
commun,  il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  considérer  dans 

n("r)' 

p 

en  plus  de  p  z=  2,  les  nombres  premiers  p,  facteurs  de  n  ou  de  m, 
ce  qui  nous  donne 

n(T")={^")(.':)-(;:)(;:)-(;^> 

Mais  d'après  la  loi  de  réciprocité,  généralisée  par  Jacobi 

(:)(:)-(i:)-(;^)(ï:)-(^)-(- ■)-•-. 

et  comme  d'autre  part 

on  voit  que 

(--)^(-l)    ^  M-0     ^  ^     =4-1. 

Soient  encore  m  et  n  deux  entiers  impairs  sans  facteur  commun. 
m  positif,  n  négatif  =  —  n, 

le  second  facteur  est  égal  à  i .  Le  premier 

n(~)=^F)(^)' 

(-T-)  =  '^-^)    '    '        \-nc)  =  ^-^^    '    ' 

par  conséquent 

' n,  m 


ni-'=^- 
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Si  II  esl  posllit  cl  ni  iiégalif  —-  —  ni^, 

'n.  —  ;H|\         i~r  / —  "'i'  " 

/ 

P  !■ 


n'-7-'=n'— -'=-■ 


Soienl  de  pins  n,  nt  deux  nombres  impairs,  qui  n'ont  quun 
facteur  premier  commun  /",  m  =  rni^,  n  =  rn^, 

n(v)=("'v")(^^)  (:,)(;::: 

p 

On  résout  de  même  le  cas  où  n,  m  ont  plusieurs  facteurs  pre- 
miers communs  i\s  ....  11  ne  reste  plus  qu'à  considérer  les  cas 
où  2  entre  coiTime  facteur  dans  l'un  des  nombres,  ou  dans  cliacun 
d'eux. 

Soit  d'abord  m  impair  et  n  pair,  n  =  2/îj,  on  a 

n(-;;-)=n(T-")  n(^")=n(vi- 

p  p  p  p 

mais 

n(-7-)=(^^')-(:)-^-')'^-(-')^''=-'' 

p 

donc 

n{-;; '")=-■• 

p 

Soit  71  impair  et  m  pair,  m  =  2/??^, 


'n,  m\         /m,  n 

ou,  on  a  encore 

'n,  2/Hi 

7 
p 

Soit  enfin  n  =  :>/i,,  m  =  2mi, 


ni"    '  =  -. 


n(^)=iTC;r)n(V')=n'' 


p  p  p 
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Il  siillit  de  connaître  (^j-).  car  pour  toutes  Ic'*  autres  valeurs 
de  ft  on  a 

(¥)  =  -■• 

Mais  dans  le  corps  /.  (\  u  ).  2  est  la  norme  df  '.>  h-  \  ■.? ,  c'est-à-dire 

donc  on  a 

le  théorème  est  complètement  démontré. 

Il  est  vrai,   qu'à  la  condition  que  l'un  des  nombres  n,  m,  au 
moins,  soit  positif.  Si  n  et  /?j  sont  négatifs,  n=  —  /j,,  ni  1=  —  /;?,, 

=n(~.-)nn;-^)=(^;")- 

p  p 

Mais 

pour  /n  et  /j  négatifs, 

' n,  m 


Le  théorème  précédent  nous  permet  de  faire  une  remarque  qui 
est  fondamentale  dans  l'étude  des  genres. 

Soit  n{\)  la  norme  d'un  idéal  du  corps  lc{\/rn),  la  définition  de* 
systèmes  de  caractère  de  l'idéal  j,  nous  montre  que  la  norme 
n  =  n{])  doit  toujours  être  prise  positivement  pour  m  négatif, 
c'est-à-dire  que  lorsqu'on  considère  n  et  /»,  la  condition  que  l'un 
des  nombres  au  moins  est  positif,  est  toujours  rcnii)lio. 
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Suit  /i  =  ±  ni'])  i.i   iionr.e  d'un  iJéal  non  principal,  on  penl 
poser 

■=n(';")=n'iV 

p 

où  le  produit  11'  ne  s'étend  qu'anx  facteurs  premiers  de  71  et  de  m, 
et  (à  /)  =^  2,  lorsque  m  et  H  sont  impairs). 

Désignons  par  </,,  q^  ...  rj-,  les  facteurs  premiers  impairs  de  77, 
qui  ne  divisent  pas  m,  on  a  par  suite  de  l'hypothèse 

/  m  \  1  m  \  i  m  \ 

=  4-1,  =  +  I.  ...        \         =4-1, 

et  il  reste 

p 

où  le  produit  11  ne  s'étend  qu'aux  facteurs  premiers  de  m  et  aussi 
dans  certains  cas  h  p  =  2. 

Si  donc  II'  (—' — )  qui  s'étend  à  tous  les  facteurs  premiers  p  du 

discriminant  du  corps  kyin),  on  voit  que 

n,  in\ 


n  (i, 


pour  /?2  ^  3  (^),  /H  ^  2  (4). 

D'autre  part,  si  m  ^  i  (:'i),  on  a  avec  les  mêmes  notations 

n/ïï,  m\         la,  in\  Tr'/Tt,  "A 
[ni  =  y^^)  n  (ir)' 

p  p 

Le  nombre  77  (pris  comme  norme  d'un  idéal)  ne  peut  contenir 
le  facteur  2,  que  si  2  se  décompose  dans  k{ym),  c'est-à-dire 
lorsque  m  ^  i  (8).  En  tenant  compte  des  formules  établies  i)our 

(-^- j,  on  obtient  que  77  soit  pair  ou  impair, 

_/, 

n 


n.  m 
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Si,  de  plus,  on  considère  que  le  syslèmc  des  caraclères  d'un  idéal 
principal  ne  contient  que  des  unités  positives,  et  si  l'on  remarque 

(jue  11'  contient  le  produit  de  tous  les  (  -    -)  qui  forme  le  système 

des  caractères  de  j,  on  [)eut  résumer  ainsi  les  résultats  précédents. 

Tluorème.  —  Le  produit  des  /■  unités  d'un  système  de  caraclères 
d'un  idéal  quelconque  est  toujours  égal  ù  i .  Ou  encore  :  un  système 
de  /•  unités  rb  i  ne  peut  représenter  un  système  de  caractères  d'un 
idéal  du  corps,  que  si  le  produit  de  ces  /•  unités  =  H-  i. 

On  peut  imaginer  2",  combinaisons  de  n  unités  d=  i .  Pour  e=i, 

on  a  ^  3  ,  •   ^^^^   ^  ^G  nombre  des  combinaisons  pour  e  unités, 

pour  c  -H  I  unités  on  aura  N  en  ajoutant  -h  i ,  et  N  autres  en  ajou- 
tant —  I,  c'est-à-dire  2.N  combinaisons,  donc  pour  n  unités, 
■2"  combinaisons. 

Soit  Ni  le  nombre  des  combinaisons  de  e  unités,  contenant  un 
nombre  pair  d'unités  négatives,  N^  le  nombre  de  celles  qui  en  con- 
tiennent un  nombre  impair,  on  a  Nj  -r-  N^  =  N.  Passons  à  2  -h  i 
unités,  le  nombre  des  combinaisons  contenant  un  nombre  pair 
d'unités  négatives  sera  \i  -i-  N-,  et  celui  des  combinaisons  en  con- 
tenant un  nombre  impair  sera  également  Ni  -f-  N..  Dans  les  pre- 
mières combinaisons  le  produit  des  unités  =z  -+-  i,  le  produit  dans 
les  secondes  =  —  i . 

On  voit  donc  qu'avec  /•  unités  ==  ~  i  on  peut  former  2'~^  com- 
binaisons de  /■  unités,  dont  le  produit  =  -i-  i,  et  ces  combinaisons 
seules  sont  possibles  comme  système  de  caractères  de  tous  les 
genres  possibles,  d'où  : 

Théorème.  —  Ln  corps  quadratique  k{y/n)  contient  au  plus 
2''"*  genres  différents. 

Il  s'agit  de  savoir  si  ces  2'~'  genres  existent  réellement  ;  pour  le 
démontrer,  nous  étudierons  d'abord  avec  soin  les  classes  ambiges 
du  corps. 

30.  Les  classes  ambiges.  —  En  général  deux  idéaux  conju- 
gués a  et  a',  d'un  corps  quadratique,  déterminent,  deuxclasses  dif- 
iérentes  (réciproques)  du  corps.  Les  classes  particulières  qui,  comme 
la  classe  principale,  contiennent  à  la  fois  un  idéal  net  son  conjugué 
n',  sont  dites  des  classes  ambiges. 


LE  CORPS  QUAOR.vriniE  i5g 

Tout  idéal  j,  d'une  classe  ambige,  est  donc  équivalent  à  son 
conjugué,  c'est-à-dire  que 

i  '-^  i  • 

Le  carré  A-,  d'une  classe  ambige  A,  est  toujours  la  classe  prin- 
cipale, et  quand  le  cairé  d'une  classe  est  la  classe  principale,  cette 
classe  est  ambige. 

Il  est  évident  que  toutes  les  classes  qui  contiennent  des  idéaux 
ambiges  sont  ambiges,  mais  on  peut  imaginer  qu'il  y  a  des  classes 
ambiges  qui  ne  contiennent  pas  d'idéaux  ambiges. 

Pour  trouver  le  nombre  de  classes  ambiges,  distinctes  du  corps, 
nous  compterons  d'abord  les  classes  distinctes  contenant  des  idéaux 
ambiges,  puis  nous  ajouterons  le  nombre  des  classes  ambiges  qui 
ne  contiennent  pas  d'idéal  ambige. 

D'après  le  théorème  concernant  les  diviseurs  idéaux  du  discri- 
minant du  corps,  tout  nombre  premier  qui  divise  le  discriminant 
est  le  carré  d'un  idéal  premier.  Soient  donc  h,  ...  /(  tous  les  fac- 
teurs premiers  différents  du  discriminant,  et  li,  (2  ...  it  les  diviseurs 
premiers  idéaux  de  ces  diviseurs  premiers,  on  a  là  /  idéaux  ambiges 
distincts. 

Les  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  de  ces  idéaux  pre- 
miers, sont  encore  des  idéaux  ambiges,  et  comme  abstraction  laite 
du  produit  de  tous  ces  idéaux  (,  qui  est  égal  à  y  m ,  on  a 

2'  —  1, 

en  tenant  compte  des  idéaux  eux-mêmes,  le  corps  quadratique  con- 
tient 2'  —  I  idéaux  ambiges,  c'est-à-dire  2'  en  y  comptant 
l'idéal  (i). 

M.  Hilbert,  voulant  établir  le  nombre  de  classes  distinctes,  atout 
d'abord  introduit  la  notion  suivante  : 

Définition  :  Un  système  de  classes  ambiges  est  dit  un  système 
de  classes  ambiges  indépendantes,  lorsqu'aucune  de  ces^classes  ne 
peut  être  exprimée  par  un  produit  de  puissances  d'autres  classes 
du  système,  et  lorsqu'aucune  de  ces  classes  n'est  la  classe  prin- 
cipale. 

En  ce  qui  concerne  les  classes  indépendantes,  provenant  des 
idéaux  premiers  ambiges  du  corps,  on  a  le  ihéorcme  fondamental. 
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Tlieorhne.  —  Les  /  idcaiix  pn-miers  ambiges,  qui  divisent  le 
discriminant  d'un  coijts  (iii;idralique  k{\/m),  déterminent  : 

1"  /  —  i^  classes  andjif^es  iiidqicndantes,  dans  le  cas  d'un  corps 
imaginaire  ; 

2"  Ils  en  déterminent  /  —  •.»  ou  /  —  i,  dans  le  cas  d'un  corps 
réel,  suivant  que  la  norme  de  l'unité  fondamentale  est  -+-  i  ou  —  i . 

Suivant  les  cas,  le  corps  contient  2'"',  2'"^  ou  2'"',  classes  am- 
biges distinctes  avec  des  idéaux  ambiges. 

Dcnionsiralion  :  i.  Supposons  d'abord  que  l:^\/m)  représente 
un  corps  imaginaire. 

d  =  —  !x,       li  =  2,       1=1, 
le  seul  idéal  anibige  du  corps  est 

j,  =  (l    +  ^—    l)  =vr   I, 

il  y  a  une  classe  ambige,  la  classe  principale. 
Pour  hiy —  2), 

(/  =  (S,       /,  =  2,       <  -=  I, 
et  comme 

il  n'y  a  pas  de  classe  ambige  indépendante. 

On  a  le  même  résultat  pour  k{\/ —  o). 

Les  deux  corps  A" (y —  i  )  et  kiy —  2)  sont  les  seuls  corps  ima- 
ginaires qui  admettent  des  unilés  dilTérentes  de  =b  i.  Pour  tout 
corps  imaginaire,  tel  que    |  //;  |  >  3,  ±  i  sont  les  seules  unités. 

Soit  (a)  =  {x  -h  J03)  un  idéal  principal  ambige  du  corps  ima- 
ginaire /r  (y  m  ),  il  faut  que 

.;•  -t-  yo)  =  £  ix  -i-  J'w'}. 

c'est-à-dire  si  ]  m  |  ^>  3,  on  a  ou 

(  I  )  ;'•  -h  jw  =  X  -h  jio' 

ou 

(2)  X  -+-  yco  =  —  x' —  jw'. 
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L'égalité  (i)  n'admet  d'autre  solution  que  y  =  o  el  x  =^  a,  un 
nombre  entier  rationnel  quelconque. 
Par  contre,  l'égalité  (2)  nous  donne 

1.  pour  w  =  y  m,  x  =  o,     y  =  b     et  en  particulier    j  =  i, 

I  -h  s/ m  ,  , 

2.  pour  w  =  * — ,     X  ^  —  0,    y  =  20, 

d'où  il  résulte  que  (1)  et  {\'m)  sont  les  seuls  idéaux  principaux 
ambiges  du  corps. 

Si  m  ^  I  (^)  ou  m^  2  (4),  le  produit  de  tous  les  idéaux  am- 
biges du  corps 

si  m  ^  3  (4).  et  si  (,  désigne  l'idéal  premier  ambige  contenu  dans 
(2),  on  a 

Dans  les  deux  cas,  l'un  des  idéaux  contenus  dans  {\/m),  par 
exemple  (<,  peut  être  exprimé  au  moyen  des  autres  et  de  {\/m),  de 
telle  sorte  qu'on  obtient  au  plus  t  —  i  classes  ambiges  indépen- 
dantes. 

On  ne  peut  peut  d'ailleurs  avoir 

lorsque  m  ^  i  ou  m  ^  (2)  (4),  ou 

k<^i^^^  ...  I,,. 

quand  m  ^  3  (4)  pour  v  <  /  —  i,  car  on  aurait  alors 

ou 

r,  ...1,^1. 

ce  qui  n'est  pas  possible,  étant  donnée  la  remarque  faite  au  début. 
Par  conséquent  les  ^  —  i  idéaux  fj,  (2,  ...  ((_i  engendrent  /  —  i, 
classes  ambiges  indépendantes. 

Si  de  plus  l'on  forme  les  produits  des  l  —  i  idéaux  (^  —  (,_lj, 
2  à  2,  3  à  3,  etc.,  il  en  résulte  un  système  de  2'-'  —  i  idéaux 
ambiges,  parmi  lesquels  il  n'y  a  aucun  idéal  principal  et  tels  qu'il 

SoMUER.  —  Théorie  des  nombres.  ii 
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n'y  ail  pas  deux  qui  soient  équivalents  ;  il  y  a  donc  dans  le  corps 
2'"',  classes  qui  contienuenl  des  idéaux  anibiges. 

2.  Soit  Ix{\/m)  au  corps  réel.  Les  corps  réels  se  comportent  de 
manières  différentes,  suivant  que  l'unité  londamentale  £  =  H-  i  ou 
=  —  I.  Dans  le  premier  cas  ii{s.)  ^=  -h  i,  il  y  a  toujours  dans  le 
corps  l<{^ni)  un  nombre  entier  différent  de  i  et  de  ±  \/m  tel  que 


,.  De  c  =    ,  resuite 
a  a 


{-)  = 


et  (a)  représente  un  idéal  différent  de  (i)  et  de  \\^m).  11  n'existe 
pas  dans  le  corps  outre  (i)  {\/m)  (a),  et  peut-être  de  l'idéal  (\/ma) 
débarrassé  de  ses  facteurs  rationnels,  qui  soit  indépendant  des  pré- 
cédents. 

Car  soit  (fj)  un  idéal  principal  ambige  du  corps,  il  existe  un 
nombre /tel  que  fi  =  ±i  'JfJ ,  mais  comme  y/  =  i^r/l^ ,  le  quotient 

(i)  Y  =  >         tlans  le  cas  où  ?  =  4-  e^?', 

\   '  'a' 

(2)  Y  =  -7—  dans  le  cas  où  ^  ;=  —  e'?', 


est  un  nombre  pour  lequel  /,  =  -+-  i .  Ceci  n'est  possible  que  si  y 

est  un  nombre  rationnel,  il  n'y  a  donc  pas  à  part  (i),  \\/m),  (a), 
et  (y/ma)  débarrassé  de  ses  facteurs  rationnels  d'autre  idéal  princi- 
pal ambige  indépendant  de  ces  idéaux. 

En  deuxième  lieu  si  l'unité  fondamentale  a  pour  norme  /!(£)  =  —  1 , 
le  corps  quadratique  n'admet  que  (i)  et  \\J m)  comme  idéaux  prin- 
cipaux ambiges. 

Car  soit  (a)  un  idéal  ambige principal  différent  de(i)  et  de  \\/ m) 
et  qui  n'est  pas  divisible  par  ysj m),  on  pose 


'.V 
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de  là    il  résulte   n{±:a')  =  H-   i,   et  l'exposant  /  est  pair,  car 
n{i)  =  —  I .  Soit  alors 


(0        P  =  T 


{.)        p  = 


^  dans  le  cas  où    /  ^  o  (2)     et       ,==-}-  tf, 
I  ou  dans  le  cas    f  ^  1  \2)     et       ,  =  —  £^ 


\/pai 


r, 


v/me2  //impair,     ^^  _ 


^  est  un  nombre  entier  tel  que  {;,=  -t-  i ,  jv  est  un  nombre  ration- 
nel, c'est-à-dire  que 

(.)=:(i)       et       (a):=(v/m) 

sont  les  seuls  idéaux  principaux  ambiges. 

Les  idéaux  principaux  ambiges  d'un  corps  réel  étant  connus,  on 
obtient  comme  précédemment  le  système  des  idéaux  ambiges  non 
équivalents  et  les  classes  ambiges  indépendantes. 

Lorsque  le  corps  réel  a  pour  norme  n{c}  =  —  i,  parmi  les  t 
idéaux  premiers  i^  ...  l.,  il  y  en  a  qui  s'expriment  au  moyen  de  y  m 
et  des  autres,  mais  lorsque  n  (î)  =  -h  i  il  y  a  deux  des  idéaux  premiers 
ambiges  diviseurs  de  \/'rn  ou  de  a  qui  s'expriment  au  moyen  de  \/m 
et  de  a  et  des  autres. 

On  obtient  donc  /  —  1  ou  /  —  2  classes  ambiges  indépendantes, 
suivant  les  cas. 

Pour  achever  la  solution  de  la  question  des  classes  ambiges,  il 
nous  faut  encore  savoir  s'il  existe  dans  le  corps  des  classes  ambiges 
qui  ne  contiennent  pas  d'idéal  ambige,  et  à  déterminer  leur  nombre. 

Soit  un  idéal  non  ambige  d'une  classe  ambige  du  corps 
A  i\/ni},  et  soit  y  un  nombre  tel  que 

et  que  de  plus 
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la  classe  contient  certainement  un  idéal  anibige,  car  comme  n  {■/)  =  } , 
il  y  a  dans  le  corps  h  un  nombre  entier  .';,  tel  que 

et  par  suite 

{?)}  =  (?')]' 

(jv)j  est  donc  lui-même  un  idéal  ambigc,  ou  le  produit  d'un  idéal 
ambige  par  des  facteurs  rationnels. 

On  ne  peut  donc  avoir  une  classe  ambige  sans  idéal  ambige, 
que  si  (y)}  =  j'  avec  /?('/)  =  —  i-  Ceci  n'est  posslljlc  que  pour 
des  corps  réels.  Si  dans  un  corps  réel  on  avait  n(y)  = —  i,  l'unité 
fondamentale  étant  égale  à  —  i,  on  aurait 

7l(£v)  =-+-!, 

et  l'on  pourrait  poser 

de  sorte  qu'on  aurait  à  nouveau  (fj)]  =  (j3')j',  la  classe  contien- 
drait donc  un  idéal  ambige. 

Ces  remarques  faitc:>,  nous  allons  démontrer  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  sulVisante  pour  que  le 

corps  quadralique  k[\/m)  contienne  une  classe  ambige  ne  possé- 
dant pas  d'idéal  ambige  est  que  le  système  de  caractères  de  —  i 
ne  soit  compose  que  d'unités  positives,  et  que  la  norme  de  l'unité 
fondamentale  £  soit  -r  i. 

On  obtient  alors  toutes  les  classes  de  cette  espèce,  en  multipliant 
l'une  d'entre  elles  successivement  par  chacune  des  classes  ambiges 
qui  possèdent  des  idéaux  ambiges. 

Démonstration  :  En  vertu  des  théorèmes  sur  les  restes  normiques, 
le  système  des  caractères  de  —  i  ne  contient  que  des  unités  posi- 
tives, lorsque  —  i  est  la  norme  d'un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire du  corps.  Réciproquen)ent,  si  le  système  de  caractères  de 
—  I  ne  contient  que  des  unités  positives,  tous  les  facteurs  pre- 
miers rationnels  de  m,  sauf  le  facteur  possible  2,  sont  de  la  forme 
^n  -T-  I ,  et  m  est  la  somme  de  deux  carrés 

m  =  u-  —  v'-, 
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c'est-à-dire 

u-  —  m 

et  l'on  voit  que  —  i  est  la  norme  d'un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire du  corps  k  [y  m).  Ce  nombre  est  nécessairement  fractionnaire, 
s'il  était  entier  il  serait  une  unité,  et  d'après  l'iiypothùse,  les  normes 
des  unités  sont  égales  à  -f-  i. 

Soit  alors  y  un  nombre  fractionnaire  de  la  forme  n(y)  =  —  i, 
mettons  y  sous  la  forme  de  deux  idéaux  premiers  entre  eux, 

Y=/       ou      i  =  (Y)|„ 
comme  n(y)  ==  —  i, 

Gomme  j  et  ji  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  de  j'  et 
de  ji',  et  par  suite  j  =  j/,  donc  j'  :^  j,  et  |  détermine  une  classe 
ambige.  Cette  classe  ne  peut  contenir  aucun  idéal  ambige,  sans 
quoi  on  aurait  n('/)  =  -i-  i,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  et  ce  qui  n'a 
pas  lieu  non  plus  pour  îy,  car  n(c)  =  H-  i. 

La  première  partie  du  tliéorème  est  donc  démontrée. 

Soit  j  un  idéal  qui  n'est  pas  ambige,  mais  qui  détermine  une 
classe  ambige^  et  soient  ni,  a>,  ...  des  idéaux  ambiges  appartenant 
aux  différentes  classes  ambiges  trouvées  antérieurement,  les  idéaux 

joi,  ja,.  ... 

déterminent  :  i"  des  classes  toutes  différentes  ;  2°  ils  déterminent 
foules  les  classes  qui  ne  contiennent  pas  d'idéal  ambige. 
Tout  d'abord  si  l'on  avait 

jn,  ^  in,,. 

on  aurait 

n,  :^'  n,,. 

ce  qui  est  contraire  à  l'iiypothèse. 

Soit  de  plus  3  un  idéal  non  ambige  appartenant  à  l'une  des 
classes  ambiges  que  nous  chercbons,  et  supposons  que  j  appar- 
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tienne  pas  à  celle  classe.  Il  y  a  dans  le  corps  deux  nombres  y  et  '/,, 
tels  que 

«(ï(  =  "(Yi)  =  —  ï 


et 


c'est-à-dire 


J3  -  ,v 

y. 

mais  comme  «(77,)  =  -f-  i,  771  =  ^  -  >  y-  étant  un  entier  du  corps, 
c'est-à-dire 

c'e?t-à-dire  que  (a)|3  est  un  idéal  ambige,  c'est-à-dire  qu'il  est 
l'un  des  idéaux  a^a.^  ..-,  soit  (a)  j^  =  a,  on  a 

3f  =-'  î'rt  --'  |û. 

Toutes  les  classes  ambiges  sont  donc  comprises  dans  celles  que 
nous  avons  indiquées. 

[Remarque.  — La  première  partie  du  théorème  pourrait  s'énon- 
cer :  m  ne  peut  contenir  d'autres  facteurs  que  2,  et  des  nombres 
premiers  de  la  forme  '\n  h-  i.  Nous  l'avons  rattaché  plus  étroite- 
ment à  la  définition  des  systèmes  de  caractères]. 

Nous  arrivons  maintenant  au 

Théorème.  —  Tout  corps  quadratique  contient  2  -'  classes  am- 
biges  différentes. 

Démonstration  :  i .  Le  corps  est  imaginaire,  alors  r  =  t,  toute  classe 
ambige  contient  nécessairement  un  idéal  ambige,  le  nombre  total 
des  classas  ambiges  est  donc 


2.  Le  corps  est  réel,  on  a  trois  cas  à  distinguer  suivant  le  sys- 
tème des  caractères  de  —  i  et  suivant  la  valeur  de  l'unité  fonda- 
mentale. 

a)  Le  système  des  caractères  de  —  i  contient  au  moins  une 
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Ibis  —  I .  Dans  ce  cas  r  =  t  —  i .  La  norme  de  l'unité  fonda- 
menlale  =  +  i.  Toute  classs  ambige  conlier.t  su  moins  un  idéal 
ambige  et  comme  le  nombre  des  classes  est  2  ~",  2'^"'  est  bien  le 
nombre  total  des  classes  ambiges  d'idéaux. 

6)  Le  système  des  caractères  de  —  i  ne  contient  que  des  nombres  -+-, 
la  norme  de  l'unité  fondamentale  =  —  i.  Alors  r=t.  Toute  classe 
ambige  contient  au  moins  un  idéal  ambige  et  leur  nornbre  est 


c)  Le  système  des  caractères  de —  i  necontientquedes  nombres-!-, 
et  la  norme  de  l'unité  fondamentale  =  h-  i.  Alors  r  =  t,  le  corps 
contient  2-- classes  ambiges  comprenant  un  idéal  ambige  et  2'"^ 
classes  ambiges  ne  contenant  pas  d'idéal  ambige.  Le  nombre  total 
de  ces  classes  est  2'"'. 

Il  est  très  remarquable  que  c'est  là  aussi  le  nombre  que  nous 
avons  trouvé  comme  nombre  maximum  des  genres.  Il  doit  y  avoir 
un  rapport  entre  le  nombre  des  genres  et  le  nombre  des  classes  am- 
biges, c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

31.  L'existence  des  genres.  —  Théorème.  —  Si  le  symbole 
i— — j  =  H-  I  pour  les  nombres  n  et  m  qui  ne  contiennent  aucun 
facteur  carré  quel  que  soit  le  nombre/),  n  est  la  norme  d'un  nombre 
entier  ou  fractionnaire  du  corps  k'\/m). 

Démonslration  :  Si  (— — |  =  H-  i  pour  tous  les  nombres  pre- 
miers/), l'un  des  nombres  n  et  m  au  moins  est  positif. 

Si  m  est  négatif  n  est  positif,  ce  qui  d'ailleurs  est  une  condition 
nécessaire  pour  que  n  soit  la  norme  d'un  nombre  du  corps  imagi- 
naire k{\/mK  Si  m  est  positif  n  peut  être  négatif  ou  positif. 

L'hypolbèse  exige  que  n  soit  la  norme  ou  d'un  nombre  entier  du 
corps  ou  d'un  idéal  appartenant  au  genre  principal,  car  pour  tout 

facteur  premier  impair  rj  de  n  qui  ne  divise  pas  m,  on  a  (-)  =H-i, 

et  pour  tout  facteur  premier  impair  y  de  n  qui  divise  m  [     )  =  o> 
c'est-à-dire  que  n  se  décompose  dans  le  corps  k  [y  ni).  Remarquons 


i68 


THÉORIE    DES    NOMDUES 


de  plus  que  si  n  est  pair  n^=  in.x,  i  se  décompose  pour  m  ^  2, 
m  ^  3  (4),  et  que  pour  m  ^  i  (4)  2  ne  se  décompose  que  si 


(^')  =  (- 


,.2-1 


et  si  2  se  décompose  dans  k[\Jm). 

Posons  donc  /i  =  ±  n(f)  où  f  est  un  idéal  du  corps. 

Mais  il  résulte  du  théorème  fondamental  établi  au  n''  16,  que 
Ton  peut  choisir  un  idéal  Fj  de  la  classe  de  |  tel  que  n  (^)  =  n,  avec 
l'iii<lv/^i  ;  a  étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  on  a  : 

"  =^  ±  n  j)  =  ±  /i  ia)  n  (^1  ==  n  (2)  .  n,. 

Si  n,  =  I,  le  théorème  est  démontré,  sinon  dans  ce  qui  suit  nous 
pouvons  admettre  que  /ii  est  un  entier  rationnel  sans  faclenr  carré, 
pour  lequel 

W) = -  ■' 

pour  toutes  les  valeurs  de  j>,  c'est-à-dire  que  notre  théorème  sera 
démontré  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  lorsque  nous  aurons  dé- 
montré qu'il  est  vrai  pour  m  quelconque,  et  n^  tel  que  |n,|<!yrf'. 
Si  le  théorème  est  vrai  pour  n,  et  m  cela  veut  dire  que 

o-^  —  my'^ 

'         u-  —  mv 

x,y  ne  pouvant  être  nuls  à  la  fois,  pas  plus  que  u  et  v  ;  ni  non  plus 
X  et  w,  y  et  v,  dans  ce  dernier  cas,  n,  serait  un  carré. 
On  peut  donc  résoudre  par  rapport  à  m,  et  écrire 


Mais 


Si  donc  le  théorème  est  vrai  pour  n,  et  m,  il  est  vrai  aussi  pour 
m  et  /?,  ou  |n,|<|y/rf|. 


X'  — 

n^u^ 

r  — 

n^v^ 

n,,  m\         / 

'm,  n, 

P     )-\ 

.    P 
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Si  |m|>  4»  lv/^i<|'"l  et  par  suite  aussi  |n,l<|m,. 

D'après  ce  qui  précède  :  étant  donnés  deux  nombres  m  et  n,  on 
peut  toujours  ramener  le  cas  général  au  cas  de  deux  nouveaux 
nombres  n  =  m,,  m  =  n,.  qui  sont  inférieurs  en  valeur  absolue 
à  \m\  tant  que  \\/dm\  <  m,  c'est-à-dire  tant  que  \in\  >  1. 

Le  théorème  se  trouvera  donc  démontré  d'une  façon  générale  si 
nous  montrons  qu'il  est  vrai  pour  les  corps  k[\/ —  i)»  ^'(v—  2)» 
k{\/±  3),  pour  lesquels  \ni   <  4- 

Tous  ces  corps  ont  un  nombre  de  classes  h  =  1.  Des  considéra- 
tions analogues  à  celles  que  nous  avons  faites  au  début  montrent 
que  l'idéal  [n)  se  décompose  dans  le  corps  k  i  \/m),  dans  le  cas  où 
f-^— j  :=  -h  I  pour  tous  les  nombres  premiers/).  Mais  alors  n  est 
la  norme  d'un  nombre  entier,  car,  pour  les  corps  imaginaires, 
n  est  certainement  positif.  Dans  le  corps  k(\/ — 2)  l'unité  fonda- 
mentale c  =  —  I,  et  enfm  dans  le  corps  ki\/ — 3),  on  n'a  cons- 
tamment (-9—)  =  H-  I  que  si  n  est  de  la  forme  (^3^)  =  i,  ou 


n  =  3  «1       avec       (  — 0-^  j  =  -h  i , 

c'est-à-dire  -+-  «  =  x^(3)  ou  n  =  x-  —  3 y-,  et  de  même 
'd  n^  ^  Qx^  —  3  v'^. 

Le  théorème  est  vrai  pour  les  corps  particuliers  considérés,  il  est 
donc  vrai  d'une  façon  générale.  On  voit  de  plus  qu'on  peut  l'étendre 
au  cas  où  n  est  quelconque. 

Nous  ajouterons  quelques  exemples  : 

1.  Dans  k{\/ —  i), 

P      J  \    p     / 

d'autre  part 

1  ^  n  •' —  r},^      2  =  n  (  1  H-  \/ —  i). 

2.  Dans  k  (\/2), 
— y~j  =  -+-  I       et      —  1  =  «(e), 
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où  c  =3  I  -+-  \/-i  esl  l'unilé  Ibndamcnlalc  des  corps, 

'S.  Dans  h{\/ — 2), 

^-^"p^)  =  -hi       et       i=„(_i) 

4.  Dans/v(y^), 

/i.3\  ,        , 

5.  Dans/c(v/^^^ 

(-1^)  =  ^,,    ,  =  „(-,). 

Dans/c(v/7), 

e^V-^'-      '  =  ?-*- "4- 

On  a  considéré  dans  ces  exemples  tous  les  couples  de  nombres- 
pour  lesquels  l/ij^ly  f^ml. 

Théorème.  —  Toute  classe  du  genre  principal  du  corps  kiymj 
peut  être  représentée  par  le  carré  d'une  classe  du  corps. 

Dcnwnstralion  :  Soit  f|  un  idéal  appartenant  à  une  classe  du 
genre  principal.  Alors 

V  P  I 

pour  tous  les  nombres  premiers  p.  D'après  le  terme  précédent 

±  n(l§)  =n(a), 


m;  coups  quadratique  171 

où  y.  est  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  du  corps  A;  \\J  ni),  posons 

^  _i 

ou  j  et  ji  sont  des  itléaux  premiers  entre  eux. 

Si  i  et  j,  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  de  leurs 
conjugués  j  et  {/.  Mais 

\='/  11/ 

ou  encore 

ce  qui  n'est  possible  que  si  j  =  j,'  et  j'  =  j,,  c'est  à-dire  que 

^""/T*!)*'"       0'^  encore       ^^'f. 
Soit  H  la  classe  de  i),  et  K  la  classe  de  j,  on  a 

le  théorème  est  démontré. 

Nous  arrivons  enfin  au 

Théorème.  —  Le  nombre  des  genres  dans  le  corps  k  iymj  =  2'"''. 

Démonslrallon  :  Soit  h  le  nombre  des  classes,  g  le  nombre  des 
genres,  et  y*  les  nombres  des  classes  contenues  dans  chaque  genre. 
On  a 

Soient  H,H2>  •••  H;-)  les  classes  du  genre   principal,  il  y   a  / 
identités 

oii  Kj,  ...  Iv  représentent  des  classes  différentes. 

Soient  AiA,,  ..,  Aa  les  a  =  2'— '  classes  ambiges  du  corps,  on 
peut  montrer  tout  d'abord  que 

K,A,.K,A,.  ...K,A, 
K,A,,  K.A^,  ...  K^A, 
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icprcsentcnl  toutes   les  classes   et  ne  représentent  chacune  d'elles 
qu'une  fois.  Les  classes  sont  bien  tliUérentes,  car  si  l'on  avait 

K).A;i  =  KvAp, 
on  aurait  aussi  « 

H  =  K 

ce  qui  est  contraire  à  la  définition  des  classes  K. 

Soit,  dautre  part,  C  une  classe  quelconque  du  corps,  C-  appar- 
tient certainement  au  j^enre  [)rincipal  et  pour  une  certaine  valeur 
de  /  : 

|-  est  alors  une  classe  ambige,  et  l'on  peut  poser  G  :=  AK,  de  sorte 

que  G  se  trouve  certainement  dans  le  tableau  précédent. 
On  a  donc  à  la  fois  k  =  fjf  et  h  =  af,  c'est-à-dire 

g  =  2'-'. 

On  a  montré  précédemment  que  le  jHoduit  des  nombres  d'un 
système  de  caractères  est  égal  an-  i,  et  qu'il  y  a  au  plus  2''"' 
systèmes  de  caractères,  on  en  conclura  :  dans  le  seul  cas  où  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  de  /'  unités  -+-  i 
représente  le  système  des  caractères  d'un  idéal  du  corps,  est  que  le 
produit  de  ces  unités  soit  égal  à  i . 

Nous  allons  déduire  de  l'existence  des  genres  quelques  consé- 
quences intéressantes. 

32.  Applications  du  théorème  relatif  à  lexistence  des 
genres.  —  i.  Lorsque  le  nombre  des  classes  d'un  corps  est  im- 
pair, toutes  les  classes  appartiennent  au  même  genre,  car  on  a  : 

/,  =  2'-',       f=gf; 

si  donc  h  est  impair,  il  faut  que  7  =  2'    '  =  i. 

Etudions  quelques  particuliers  : 

2.  Soit  m  =^  p  un  nombre  premier  positif  ou  négatif  et  soit 
m  ^  i,  (^);  alors  d  =  m,  t  =  i,  r  =  t  =  i,  \e  nombre  des 
genres  est  2"  =  i.  Le  corps  ne  contient  qu'un  idéal  principal  am- 
bige, et  une  seule  classe  ambige,  la  classe  principale.  Gomme  on 
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l'a  vu  piécédemment,  le  noml)rc  des  classes  h  est  impair,  et  si  le 
cor[)S  est  réel,  lunité  foiKlaincntale  est  égale  à  —  i. 

o.  Soit  m  =  p,  un  nombre  positif  de  la  forme  4^i  +  3,  alors 
(l  =  'i/'.  /,  =  2,  /j  =  /),  /  --  2.  Le  système  des  caraclères  de  —  i 
est 

donc 

r  ^=  t  —  1  =  1. 

Le  nombre  des  classes  ambiges  ainsi  que  le  nombre  des  genres 
est  2"  =  I. 

En  particulier  (,  =  l  2,  i  -+■  yp)  est  un  idéal  principal,  autre- 
ment dit  réquation  indéterminée 

rh  2  =  J--  —  /)j2 

admet  toujours  des  solutions  entières,  et  l'on  peut  assurer  que 

-f-  2  =  a;-  —  py-  en  admet  seule  si  p  =  8  /i  -4-  7 
—  2  =  X-  —  py-  en  admet  seule  si  p  =  8 /;  +  3. 

On  résout  en  général  ces  équations  par  des  essais.  Souvent  on  y 
arrive  plus  rapidement  comme  dans  le  cas  de  d=  i  =  x-  —  rny-, 
en  cherchant  d'abord  une  solution  de  a;'^  =fz  2  ^  o  {p),  soit  w  ;  le 
nombre  x  se  trouve  parmi  les  nombres  x  -^  pi,  où  /  est  entier  ra- 
tionnel positif  ou  négatif;  il  suffira  de  voir  pour  quelles  valeurs 

ce     — i —   'Jt 

de  ).  — ^^^^—  ,  c'est-à-dire 
P 

■ ^3z (_  2  ici  H-  pi-  =  y-, 

p  ^ 

c'est-à-dire  est  un  carré. 

4.  Soit  m  =  —  yj  un  nombre  premier  négatif  de  la  forme  m  ^  3 
(4),  on  a  /'  =^  <  =  2.  Le  nombre  des  classes  li  est  pair,  et  le  corps 
contient  deux  classes  ambiges  avec  des  idéaux  ambiges. 

Les  idéaux  premiers  ambiges  sont  û  =  \\/m),  6  =  (2.  i  -h[\/m) 
ou  6  H--  I.  Si  l'on  pose  n(a)  =  n  ^=  —  m,  n(6)  =  /ij  =  H-  2,  on 
obtient  pour  a  et  b  les  systèmes  de  caractères  : 

/ —  m,  m\  / —  m,  m' 


■\  .  [ —  m,  m\ 
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OÙ  il  faut  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les  signes  inférieurs 

suivant  que  -h  y;  e^  !  '  (8).   Lorsqu'on  a   les   deux  signes   -H,  la 

classe  H  appartient  aussi  au  genre  principal.  Mais  comme  toute 
c'asse  de  ce  genre  j)eut  cire  représentée  par  le  carré  d'une  autre 
ciassc,  en  neut  poser  15  =  K-,  comme  d'autre  part  B^  =  i,  on  a 
aussi  K*  --'  I,  !e  nombre  des  classes  du  corps  est  divisible  par  'i, 
c'est-à-dire  qu"..  est  au  moins  égal  à  /|. 

Lorsqu'on  a  les  deux  signes  — ,  B  ne  peut  être  le  carré  d'une 
autre  classe,  cl  le  nombre  des  classes  est  divisible  par  2,  et  non 
par  une  puissance  supérieiiie  de  2. 

Désignons  dans  ces  derniers  cas  [par  II1II2  ...  \\f,  les  classes  du 
genre  principal, /étant  un  nombre  impair,  les  autres  classes  seront 

ll.li,  113,  ...  ll^B, 
et  par  suite  de  W  =  i,  on  a 

<i\x  X,  \i,  V,  i,  sont  des  nombres  de  la  suite  de  i  k  J. 

5.  Soit  m  =  ppi  un  nombre  positif,  et  supposons  que /)  et  y;, 
sont  des  nombres  premiers  positifs  de  la  forme  l\n  -\-  i.  Alors  /  =  2, 
;•  r=  /,  ^  =  2^  =  2,  le  nombre  des  classes  ambiges  et  des  genres 
est  2,  les  idéaux  ambiges  sont  :  (p,  \^^m)  ;  (/;,,  \hn ;  ;  et  \/ m;  dans 
le  cas  oiî  n(c)  =  H-  i,  le  corps  contient  une  classe  ambige  qui  n'a 
pas  d'idéal  ambige,  alors  les  trois  idéaux  que  nous  venons  d'écrire 
sont  des  idéaux  principaux,  c'est-à-dire  que 

y'' 


)-frS 


■■p.=  [^.-^']y 


y 


admettent  des  solutions  entières.  Soit  a:  +  "  =  ^p,  il  en  résulte 
que 

admet  des  solutions  entières. 
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Uéciproquemeni,  si  ces  équations  admettent  des  solutions  en- 
tières, la  norme  de  l'unité  fondamentale  est  -f-  i . 

La  condition  (     )  P,  =  +  i  est  évidemment  nécessaire  pour  que 

l'équation  indéterminée  ait  des  solutions. 
D'oîi  le 

Théorème.  —  La  norme  de  l'unité  fondamentale  du  corps  réel 
A'  (v/'»)  oîi  m  =  pp^,  ppi  étant  des  nombres  premiers  positifs  de  la 

forme  lin  -h  i ,  est  égale  à  —  i  lorsque  (  „  )  "=  —  i • 

Lorsque  (  |  =  H-  i,  c'est-à-dire  (  M  =  -h  i,  l'unité  fonda- 
damentale  s  peut  avoir  pour  norme  -+-  i  ou  —  i,  ainsi  qu'on  le 
voit  par  les  exemples  k{\/ilio)  ou  (s  =  ii  -H  2(0  avec  n(£)  =  —  i) 
et  k[\^22i)  ou  (s  =  7  -h  03  avec  «(s)  =  -h  i). 

Nous  ne  pouvons  pas  traiter  ici  le  moyen  de  distinguer  le  cas  où 
AI  (s)  =  H-  I  et  le  cas  où  n  (s)  =  —  i  ;  mais  nous  ferons  d'autres 

■remarques  :  par  exemple,  lorsque  (      j  =  -i-   i,   et  que  le  corps 

Ji(yppi)  a  un  nombre  de  classes  égal  à  2,  la  norme  de  l'unité 
fondamentale  =  -f-  i . 

Le  résultat  précédent  peut  encore  être  énoncé  ainsi,  des  deux 
équations  : 


(I)  ±p  =  [x-^^^' 


OU 


w  ±^=p(~y-ih(i 


l'une,  seulement,  admet  des  solutions  entières. 

On  a  des  résultats  analogues  pour  le  cas  p  ^  2  el  p^^  i  (/j). 

6.  Soit  m  =  ^'/i  un  nombre  positif  dont  les  facteurs  premiers 
q  et  </,  sont  de  la  forme  ^n  -+-  3.  Alors  m  ^  i  (A),  /  =  2, 
/'=/  —  1  =  1, ^  =  2°  =  1.  Le  nombre  des  classes  est  impair, 
car  alors  les  idéaux  ambiges  sont  tous  des  idéaux  principaux,  et 
il  n'y  a  pas  de  classe  ambige  sans  idéal  ambige  dans  le  corps. 
L'équivalence 
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exprime  que,  clans  tous  les  cas,  l'une  des  deux  équations 
■±  U  =  ({x-  —  q^y- 

admet  des  solutions  entières  ou  rationnelles  ;  c'est  l'équation  ob- 
tenue avec  le  signe -h,  lorsque  (  M  =^  -i-  i  ;  celle  avec  le  signe  — 

lorsque  ^^J  )  =  —  i.  (*) 

7.  Soit  //(  =  dz  pq  un  entier  po.-ilifou  négatif  avecp^  i,  7^3, 
(Vi,  ^  =  3  ou  =  2,  on  a  r  =  2  .  ^  =  2  ;  le  nombre  des  classes  est 
pair. 

Nous  résumerons  les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner 
dans  l'énoncé  du  théorème  suivant  :  (■') 

Théorème.  —  Le  nombre  des  classes  du  corps  A-  (\/m)  est  impair  : 
1°  quand  m  est  un  nombre  premier  positif  ou  négatif  de  la  forme 
tn  ^  I  (4)  ;  2"  quand  m  est  un  nombre  premier  positif  de  la  forme 
in  -H  3  ;  3°  quand  m  =  qq^,  produit  de  deux  nombres  premiers 
positifs  de  la  forme  4«  -^  3. 

Ce  sont  les  seuls  cas  où  h  =  i.  Dans  tous  les  autres  cas  h  est 
pair. 

33.  Les  anneaux  de  nombres.  —  Nous  ajoutons  ici  un  cha- 
pitre complémentaire,  pour  exposer  une  notion  très  importante,  et 
dont  nous  ferons  une  application  :  la  notion  d'anneau  de  nombres 
dans  un  corps  de  nombres  C). 

Soient  a,  j3,  '/  ■-■  des  nombres  entiers  quelconques  du  corps, 
on  dit  que  l'ensemble  formé  par  ces  nombres,  et  l'ensemble  de  tous 


l'j  Lorsqu'on  connaît  une  solution  de  =e  _\  =  qx^  —  ?ij>'^>  on  peut,  à  l'aide 
des  unités  de  /'(v^</9i),  en  déterminer  une  infinité  d'autres.  On  peut  d'ailleurs 
démontrer  que  les  équations  ±  i  ^.r-  —  (ji)'-  admettent  des  solutions,   sui>ant 

(*)  Nous  passons  sous  silence  dans  ces  déductions  une  suite  d'affirmations  né- 
gatives au  sujet  de  la  non  solubilité  de  certaines  équations,  etc. 

(3,;  M.  HiLBERT  a  donné  à  cette  notion  le  nom  de  Zahlring  Zahlb.,  chap.  IX). 
M.  Dedekind,  se  rattachant  à  la  nomenclature  de  Gaiss,  le  désigne  par  Ordimncj. 
Voir  Lber  die  Anzahl  der  Idcalklassen  in  den  verschiedenen  Ordnuncjcn  eines 
endlichcn  Kôrpers,  Festschr.  rur  Sàkularf.  des  Geburtstrges,  von  Galss,  Brauns- 
chweig,  1877.  Kroecker  avait  introduit  l'espression  Integrilalsbereich,  Ges. 
Werke,  t.  II. 
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/  / 


ceux  que  l'on  déduit  de  ces  nombres  par  les  opéralions  répétées 
aussi  souvent  que  l'on  veut,  d'addition,  de  soustraction  et  de  multi- 
plication, ou  encore  toutes  les  fonctions  entières  à  coefficients  en- 
tiers rationnels  de  a,  |S,  y  ...  forment  un  (inneaii  de  nombres  ou  un 
anneau  ou  un  domaine  d'inlérjrilé. 

11  y  a  une  infinité  d'anneaux  dans  un  corps,  et  le  corps  lui-même 
«st  le  plus  vaste  de  ces  anneaux. 

Soit  m  un  nombre  entier  rationnel  tel  que  m  ^  i  (4),  on  trouve 

•comme  nombre  de  base  du  corps  k  (\/m)  m  =  ^  -t-  V  "^  La  ques- 
tion se  pose,  quelle  est  la  différence  obtenue  en  remplaçant  le  corps 
.k{\/m)  par  l'anneau  déterminé  par  i,  \/m. 

Nous  désignerons  cet  anneau  par  r{\/m),  et  comme  il  n'y  a  pas 
de  confusion  possible  tout  simplement  par  r. 

On  voit  immédiatement  : 

1°  Tout  nombre  de  l'anneau  r  est  un  nombre  du  corps  k  i\/m). 

2"  Tout  nombre  de  l'anneau  peut  être  mis  sous  la  forme 
<i  -\-  b  y/m ,  où  a  et  b  sont  des  nombres  entiers  rationnels. 

Les  nombres  i,  ^m  forment  une  base  de  l'anneau. 

3°  Si  o)i,  0^2  et  fj)*,  r,i*  sont  deux  couples  de  nombres  de  base 
de  /',  il  y  a  quatre  nombres  entiers  rationnels  /',  s,  i,  u,  tels  que 

ra  —  si  =  zh  i , 


et  que 

to 

1*  =  roji  -+-  S102, 

tO.2*  =   iWi     -+-    UUi.2- 

L'expression 

f/,  : 

r= 

I           \/m 
I      —  v/'n 

2 

que  l'on  peut  écrire  sous  une  forme  plus  générale 

d,= 

est  le  discriminant  de  l'anneau.  On  voit  qu'il  est  toujours  un  mul- 
tiple du  discriminant  du  corps. 

Un   idéal  d'anneau  est  un    système    illimité    de   nombres    de 
l'anneau 

j,  =  (a,  p,  Y,  ...  )Ma  +  X,p  +  X3Y  +  ...), 
Sommer.  —   Théorie  des  nombres.  13 
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Ici  (juc  toute  combinaison  linéaire  de  nombres  quelconques  de 
l'anneau,  avec  des  coefficients  ).,,  ).^,  ).3,  ,,.,  appartenant  à  l'anneau 
soit  encore  un  nombre  du  système. 

Il  est  évident  que  les  notions  de  base  d'un  idéal  de  congruences 
suivant  un  idéal,  de  norme  d'un  idéal,  d'Idéal  conjugué,  de  produit 
de  deux  idéaux,  s'étendent  à  l'idéal  d'anneau  dans  le  cas  particulier 
que  nous  avons  considéré. 

Car,  par  exemple,  soit  f,.  =  (a,  ^j,  y,  ...)  et  soit  /  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  rationnels  de  l'anneau.  Posons 
a  =  «  +  6  \Jm  et  désignons  par  i.,  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  tous  les  coenicicnts  h,  une  base  de  l'idéal  peut  toujours  être 
mise  sous  la  ibrme 

i,  i,  -f-  u  \'m        ou         i\  —  ilni  ^  o  (t), 

de  plus  /i(i,.)  =  fVo- 

On  ne  peut  cependant  pas  appliquer  ainsi  aux  idéaux  d'anneaux 
tous  les  théorèmes  vrais  pour  les  idéaux  du  corps. 

Par  exemple  dans  l'anneau  r  (y/ —  3)  du  corps  k  \\J —  3),  !\  peut 
cire  décomposé  de  deux  manières  distinctes  en  l'acteurs  premiers 

sans  que  pour  cela  dans  l'anneau  un  des  nombres  i  -f-  y/3  ou 
1  —  y/3  soit  divisible  par  2.  Il  n'y  a  pas  d'identé  de  la  forme 

I  -h  sj—  3  =  2 .  (a  H-  6  \/—  3), 

où  a  et  h  sont  des  entiers  rationnels,  ni  d'identité  de  la  forme 

Si  l'on  voulait  obtenir  la  décomposition  unique  en  facteur,  comme 
on  l'a  fait  dans  les  exemples  antérieurs,  c'est-à-dire  en  employant 
les  idéaux 

I  =  (2.  I  -^  v/^).      j'  -=^2,1-  \/^l) 

on  n'arriverait  plus  au  résultat.  Tandis  que  dans  le  corps  le  pro- 
duit i .  \  est  un  idéal  principal,  dans  l'anneau 

j.j'  =  (^,2  +  2y/^.2,-2y/^,4\/^,...)  =  (2)(2.i  +  y/^) 

nest  plus  un  idéal  principal. 
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En  fait,  l'idéal  d'anneau  (2,1-1-  sj —  3)  joue  un  rôle  particulier, 
il  est  un  idéal  principal  de  k\\' — 3)  égal  à  {1),  et  on  peut  en 
quelque  sorte  le  considérer  comme  un  idéal  principal  impropre  de 
l'anneau.  En  tout  cas,  l'exemple  de  /i  nous  montre  que  pour  les 
idéaux  d'anneau,  la  décomposition  unique  en  fiicteurs  premiers 
n'est  plus  vraie  sans  restriction. 

En  général,  un  idéal  du  corps  n'est  pas  aussi  idéal  de  l'anneau, 
mais  il  y  a  évidemment  une  infinité  d'idéaux  du  corps  qui  sont  des 
idéaux  de  l'anneau.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  idéaux  du 
corps,  qui  sont  aussi  des  idéaux  de  l'anneau  [dans  le  cas  particulier 
du  corps  k{\/m)  l'idéal  (2)]  est  le  conducteur  de  l'anneau. 

Théorème.  —  Un  idéal  du  corps  j  est  un  idéal  de  l'anneau 
lorsqu'il  est  divisible  par  l'idéal  (2),  et  dans  ce  cas-là  seulement. 

Démonstration  :  Dans  le  cas  où  f  est  un  idéal  du  corps  divisible 
par  2,  I  =  (2)1,  i  ne  contient  que  des  nombres  de  l'anneau  de  la 
forme  2a  et  a  -i-  6  sJ —  3 ,  f  est  donc  un  idéal  de  l'anneau. 

Si,  de  plus,  l'idéal  du  corps  y  =  (a,  b  -h  c\/m.)  est  aussi  un 

idéal  de  l'anneau,  a  est  pair,  sans  quoi  le  nombre  a.r,)  ^=  a  ^  ~^  V  ^^ 

2 

contenu  dans  l'idéal  du  corps  ne  le  serait  pas  dans  l'anneau,  et  de 
même  b  —  c  doit  être  pair,  sans  quoi  (b  —  c)oj'  -h  c  — ^^ —  ne 

serait  pas  dans  l'anneau.  Mais  a  et  6  —  c  sont  divisibles  par  2, 
j  l'est  par  (2). 

Il  résulte  de  là  que  (2)  est  le  conducteur  de  l'anneau.  Introdui- 
sons quelques  notations  dues  à  M.  Ililbert. 

Soit  j,  =  (a,  j^  . . .)  un  idéal  d'anneau  et  |  =  (a,  fi)  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  a,  /5  ...  dans  le  corps  k  {\/ni),  c'est- 
à-dire  que  I  est  un  idéal  du  corps  ;  nous  dirons  que  j  est  l'idéal 
correspondant  à  l'idéal  j,-.  Lorsqu'on  particulier  j  est  premier  avec 
le  conducteur  de  l'anneau  [(2)  dans  notre  cas  particulier],  |,.  est  dit 
un  idéal  d'anneau  régulier  ('). 


(*)  Pour  l'introduction  de  cette  notion  nos  recherches  sont  limitées  aux 
idéaux  d'anneaux  premiers  avec  /.  Ceci  est  nécessaire.  Ex.  :  lorsque  nous  avons 
considéré  l'idéal  (2)  ou  (a,  i  +  v^—  ^),  """s  avons  vu  que  la  décomposition  en 
facteurs  des  nombres  de  l'anneau  divisibles  par  2  nous  menait  à  des  contradic- 
tions. D'autre  part,  dans  la  déflnition  de  l'équivalence  des  idéaux  d'anneaux 
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On  montrera  tout  dabord,  que  les  lois  de  divisibilité  vraies  pour 
les  idéaux  du  corps  s'appliquent  aux  idéaux  d'anneaux  réguliers,  à 
condition  de  définir  le  produit  et  le  quotient  de  deux  idéaux  d'an- 
neaux comme  on  l'a  fait  pour  les  idéaux  du  corps. 

Théorbmc.  —  Soit  j  un  idéal  du  corps  h\^m)  premier  avec  (2), 
il  Y  a  toujou-rs  dans  l'anneau  /•  [y  m)  un  idéal  \r  auquel  correspond 
l'idéal  j. 

Déinonslraliuii  :  Soit 

J  =  (a,  6  -h  cuj), 

et  soient  a  et  6  -h  fr»)  les  nombres  de  base  de  cet  idéal.  Si  j  est 
premier  avec  (2),  a  est  impair  et  c  l'est  aussi.  Alors 

j,.  =  (n,  26  -+-  2C(o) 

est  un  idéal  d'anneau  auquel  correspond  j.  En  effet  l'idéal  corres- 
pondant à  j,.  est 

I  =  ya,  2b  -+-  2coj'  =  (a,  6  -h  cm), 
comme 

—  a  (6  -H  cw)  H (26  -^-  2cco)  =  6  -f-  CCI) 

est  un  nombre  du  corps  qui  appartient  à  l'Idéal  |,  car est  un 

nombre  entier  rationnel.  Comme  de  plus  a  est  premier  avec  (2), 
|,.  est  un  Idéal  d'anneau  régulier. 

Théorème.  —  Au  produit  de  deux  idéaux  d'anneau  réguliers, 


réguliers,  on  introduit  les  quotients  de  nombres  entiers.  Quoique  ces  fractions 
n'aient  pas  de  sens  en  elles-mêmes,  leur  emploi  est  en  contradiction  avec  la 
définition  de  1  anneau,  qui  ne  comprend  que  des  entiers.  M.  Fieter,  pour 
éviter  cette  difficulté,  a  introduit  cette  nouvelle  définition  de  l'anneau  d'un 
corps.  _ 

Dcfmition  :  Tous  les  nombres  entiers  ou  fractionnaires  du  corps  k  {^m) 
premiers  avec  /  =  2,  ou  qui  sont  congrus  à  i  suivant  /,  forment  un  anneau 
du  corps.  Voir  Journal  de  Crelles,  t.  CXXX,  Le  corps  quadratique  et  la  multi- 
plication complexe.  Diss.,  Guttinger,  igoSj. 

C'est  ainsi  que  l'anneau  sert  à  la  généralisation  des  notions  d  idéal  et  d'équi- 
valence. L'addition  n'existe  plus.  Cette  définition  convient  aux  applications  de 
l'arithmétique  à  l'algèbre  supérieure.  On  voit  comment,  avec  cette  nouvelle 
définition,  il  faut  modifier  ce  qui  précède. 
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correspond   le   produit  des  idéaux  du    corps    correspondant  aux 
facteurs. 

Démonslralion  :  Soit 

y  =  {a,h  -\-  cw),        l)  =  (a,,  h^  H-  c,w) 

les  deux  idéaux  du  corps  correspondant  à  '\r  et  ^,, 


j  .  (j  =  (a«,,  a, 6  H-  rtjCu),  ah^ 


correspond  à 

j,.^^  ==  (flfl,,  0,26  -t-  a,c  -f-  a^c\m ,  aib^  -{-  ac,  +  ac^  y  m,  ...) 

A  l'aide  de  ces  deux  théorèmes  on  peut  montrer  que  tout  idéal 
d'anneau  régulier  ne  peut  être  décomposé  que  d'une  seule  façon 
en  un  produit  d'idéaux  d'anneau  régulier. 

En  effet,  soit  ],.  un  idéal  régulier  et  j  l'idéal  du  corps  premier 
avec  (2),  qui  lui  est  attribué,  j  dans  le  corps  k{\/m)  ne  peut  être 
décomposé  que  dune  seule  manière,  en  un  produit  d'idéaux  pre- 
miers, qui  sont  aussi  premiers  avec  (2).  A  chacun  des  facteurs 
premiers  correspond  un  idéal  d'anneau  régulier,  et  l'idéal  j  est  celui 
qui  correspond  au  produit  de  ces  derniers.  Mais,  par  hypothèse, 
j  correspond  à  j,.  j,  est  donc  lui-même  le  produit  de  ces  idéaux 
d'anneaux  réguliers. 

L'application  des  faits  démontrés  pour  les  idéaux  du  corps  à  ceux 
de  l'anneau  devient  très  simple. 

Nous  indiquerons  les  propositions  suivantes  : 

La  norme  d'un  idéal  d'anneau  régulier  n{l-)  est  égale  à  la  norme 
de  l'idéal  du  corps  qui  lui  correspond,  les  théorèmes  relatifs  aux 
normes  subsistent.  De  plus  : 

Deux  idéaux  d'anneaux  réguliers  a,  et  b,  sont  dits  équivalents, 

on  écrit  a,  '^^  b,  lorsque  dans  l'anneau  il  existe  deux  entiers  aet^, 

1  d,.         a  .  ,  /a\  .  .        ,., 

tels  que  j-=  g,  et  si  la  norme  'M  o  )  est  positive  (  ). 


(')  Cette  restriction,  au  sens  d'équivalence,  évite  de  grandes  complications 
dans  les  recherches  ultérieures.  On  peut  d'ailleurs  apporter  cette  restriction 
dans  la  définition  de  l'équivalence  pour  le  corps.  On  aurait  pu,  par  exemple, 
simplifier  le  théorème  du  chap.  XXX.  (Voir  Hilbert,  Zahlb.,  3i5  et  3i6).  Le 
système  des  caractères  de  l'idéal  |  est  alors  toujours  le  système  de  t  unités 

liï(i)j_!"\         /+  "(j).  m 
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Tous  les  idéaux  érjuiv;ilenls  a[){)arliermenl  à  une  classe  d'Idéaux, 
on  démontre  comme  avant  que  le  nombre  des  classes  est  fini. 

Pour  les  unités  on  a  : 

Théorème.  —  Les  unités  d'un  anneau  imaginaire  r{^m)  sont 
it  I,  par  contre,  dans  un  anneau  réel  /•  !  v^/»  J  il  y  a  une  infinité 
d'unités  qui  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  l'une  d'entre  elles, 
l'unité  fondamentale  s,  sous  la  forme  d=  e*. 

Démonsiration  :  Il  suffit  de  démontrer  la  proposition  pour  des 
corps  et  des  anneaux  réels. 

Soit  — ,  ^  G  (2),  ou  encore  m  ^  i  (8),  et  soit  £  =  a  +  60) 
l'unité  fondamentale  du  corps  k  {[/m),  on  déduit  de 

que  h  est  pair  et  que  a  est  impair.  Par  suite 

b       h/ 

E  =  a  H-      -4-      V'» 
2        2 

est  une  unité  de  riy'm),  et  l'on  peut  poser  £r  =  c. 

Si,  en  second  lieu  — ~. —  est  impair,  c'est-à-dire  m  ^  5  (8),  et 
si  l'on  désigne  par  s  =  a  -h  60)  l'unité  fondamentale  de  n(c)=±i, 
que  ou  bien  b  est  pair  et  a  impair,  ou  bien  b  est  impair  et  a  est 
pair,  ou  bien  a  et  b  sont  impairs.  Dans  le  premier  cas  on  peut 
encore  poser  £,  =  £;  dans  les  autres  cas  £■•  =  B  -h  Cw  est  une  unité 
de  l'anneau,  car 


Zab  l'a 


^)-^'('  +  -?^) 


est  pair,  et  l'on  peut  prendre  £,•  =  £^. 

La  norme  de  £^  est  positive  ou  négative  suivant  que  n(i)  ^  ±  i . 

Ajoutons   ici  une  remarque  au   sujet   de   l'hypollièse,  que   le 
nombre  m  de  A-  (/m)  ne  contient  pas  de  facteur  au  carré. 

Abandonnons  cette  hypothèse  et  soit  m  ^=  pm^,  il  y  a  deux  cas  : 

I .  On  peut  considérer  tous  les  nombres  entiers  "  "*"     ^  '^  ;  car 

c 

alors 

^,7  ^  V^'n  ^         I  -4-  y/m,  ^  /  4-  vA» 
''       7  "2  2/ 
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sont  aussi  des  entiers,  et  le  corps  /.•  {\/ni),  dans  toute  sa  généralité, 
est  identique  au  corps  /,///»,). 

2.  Si  on  ne  considère  que  les  nombres  de  la  forme  a  -h  b/ni, 
cela  revient  à  l'étude  d'un  anneau  du  corps  /.(//ni),  et  cela  sup- 
pose que  l'on  a  étudié  les  corps  dont  le  nombre  fondamental  ne 
contient  point  de  facteur  au  carré. 


CHAPITRE  III 


APPLICATIONS  DE  LA  THEORI2   DU   CORPS   QUADRATIQUE 


34.  Le  u  dernier  théorème  »  de  Fermât.  —  Fermât  a  énoncé 
le  théorème  suivant  : 

L'égalité 

x"  -+■  y"  =  z" 

n'est  pas  possible  pour  n  >>  2,  x,  y,  :  étant  des  entiers  rationnels 
tous  (lltTérents  de  o. 

(Œuvres  de  Fermât,  t.  II,  observations  sur  Diophante,  p.  291, 
II).  Fermât  ajoute  qu'il  a  démontré  ce  ihéorî-me.  Mais  dans  ses 
œuvres  on  trouve  une  démonstration  (Œuvres,  1. 1,  p.  827,  XXXIK 
et  p.  34o,  XLY),  en  ce  qui  concerne 

x*  +  y^  =  2^ 

on  n"en  trouve  pas  d'autre. 

Euler  (')  est  le  premier  qui  parvint  à  démontrer  le  théorème  pour 
n  =  3,  plus  tard  d'autres  mathématiciens  ont  démontré  d'autres 
cas  particuliers.  Legendre  (^)  et  Lcjeune-Dirichlet  (  )  ont  démon- 


(1)11.  S.  Smith.  —  Collcct.  papers.  Report  H,  p.  1 3  r,  donne  une  notice 
historique  approfondie  de  la  question.  M.  Ililbert  dans  son  Zahlber.  cliap. 
XXXVI  .  donne  la  démonstration  de  Kumuier  considérablement  simplifiée. 
L'auteur  se  rapproche  considérablement  de  cette  dernière  qui  lui  semble  la 
meilleure. 

(^)  Lege:«dre.  — •  Théorie  des  nombres,  t.  II,  p.  i  et  1 1  ;  p.  3/|8  et  3jr!. 

(3j  Ges.  Werke,  t.  I,  p.  i,  21.  Il  s'agit  de  h  =^  h.  Dirichlet  indique  de  plus 
des  classes  d'équations  impossibles  x^  -j-  ay^  .=  z^,  etc. 
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tré  rimpossibilitc  [)Our  /i  =  5,  /?  =  1 1  el  n  =  l 'i,  en  s'appuyant 
l'un  et  l'autre  sur  des  principes  dilTérents. 

Lamé  l'a  démontrée  pour  n  =  7  ('). 

Kummer  ("')  parvint  à  démontrer  le  théorème  pour  les  exposants 
premiers  /2  ■<  100.  Outre  les  lois  de  réciprocité,  ce  sont  ces 
théorèmes  qui  incitèrent  kummer  à  ses  recherches  et  à  ses  décou- 
vertes sur  les  nombres  premiers.  On  ne  doute  pas  que  les  moyens 
actuels  des  mathématiques  permettront  la  solution  complète  des 
problèmes. 

a)  Développemenls  de  Fermai. 

L'intérêt  historique  nous  engage  à  exposer  d'abord  l'idée  fonda- 
mentale de  la  démonstration  de  Fermât  et  d'Euler. 

Nous  développons  la  démonstration  de  Fermât,  de  l'impossi- 
bilité de 

3.4      _^     y-,      ^     ^2, 

en  suivant  l'exposition  de  Legendre  et  en  faisant  les  abréviations 
que  nous  permet  l'étude  de  la  théorie  des  nombres. 

Bien  que  a  x^  -+-  y'"  =  z'^  »  est  impossible,  cela  signifiera  qu'il 
n'y  a  pas  de  valeurs  entières  non  toutes  nulles  de  x,  y,  z,  satisfai- 
sant à  cette  condition. 

On  peut  admettre  que  x,  y,  z  n'ont  pas  de  diviseur  commun, 
une  division  les  en  débarasserait. 

Si 

(l)  iC*   H-    V*   =:  Z- 

était  possible,  il  en  serait  de  même  de 

D'après  cela  z  ne  peut  avoir  que  des  facteurs  premiers  de  la 
forme  f\ii  -h  i,  et  de  plus  z  étant  la  somme  de  deux  carrés,  toute 


(')  Comptes  rendus,  iS^y.  Vol.  2^,  p.  3 10. 

(2)  Plusieurs  articles  du  Journal  de  Crelh:  Journal,  t.  17,  4o.  Monatlsberichle, 
du  k.  Akad.  d.  Vissensch.,  Berlin  rS'ij.  April  Abhandl.  du  k.  Akad.  d.  Vis- 
scnsch.,  Berlin  i8r)7. 
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solution  [)cul  être  exprimée  en  fonction  de  deux  entiers  /•  et  s  sous 
la  lornic 

(3)  x^  =  r-  —  s-,       y-  =  ars,       r  =  r-  -+-  s-, 

X,  }',  z  n'ayant  pas  de  fadeur  commun,  /•  et  s  ne  [)cuvent  en  ad- 
mettre, on  peut  de  plus  supposer  /•  et  s  ])Oi?ilifs. 
Considérons  dès  lors 

.r^  =z  r-  —  s-       et       _v-  =  ?.rs, 

•comme  /■  cl  s  n'ont  pas  de  facteur  commun  y  est  pair,  et  de  plus, 
soit  /•  et  2.S,  soit  2/"  et  s  sont  eux-mêmes  des  carrés. 
Soit  par  exemple 

r  =  ({2,       24'  =  liv^, 

on  a 

•(4)  x^  =  u^  —  41'*) 

équation  satisfaite  pour 

.(5)  u'-  =  a'-  -h  62. 

(6)  V-  =  ab, 

•oîi  a  et  b  sont  des  entiers  (positifs)  premiers  entre  eux,  de  (6) 
•il  résulte  à  nouveau  que  a  et  6  sont  des  carrés.  Soit  donc 

l'équation  (5)  nous  donne 

(7)  i^'=r-^9'^ 

•cette  opération  est  de  la  même  forme  que  l'équation  primitive,  mais 


y  y 


car  5  ^  I ,  et 


2S  —    2 


par  suite 

\'  2  V'  2 


APPLICATIONS    DE    LA    THÉOUIE    DU    CORPS    Ql  ADU.VTIQIJE  187 

<le  (G)  il  résulte 


<'=PâV    '=»'s-; 


J   2  ^  2 

Soit  y  le  plus  petit  des  deux  nombres  de(i),  nous  pouvons  dire  : 
Si  l'équation  (i)  admet  une  solution  entière  (positive),  on  peut 
déduire  de  cette  solution  un  nouveau  système  de  solutions  (posi- 
tives) plus  petites.  On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment. 

Mais  ceci  est  contraire  au  fait  qu'il  y  a  qu'un  nombre  fini 
■d'entiers  inférieurs  à  un  entier  donné. 

L'hypothèse  que  (i)  admet  une  solution  n'est  pas  admissible. 
Nous  ajouterons  : 

I .  La  démonstration  précédente  montre  que 

ar'*  -H  y'*  =  z^ 
est  impossible,  ainsi  que 


•et  que  d'une  façon  générale 


2.  Considérons  deux  des  équations  (3)  de  la  démonstration 
précédente,  elles  ne  peuvent  être  satisfaites  par  des  entiers  ration- 
nels X,  y,  z,  r,  s.  Si  donc  l'on  pose  à  la  place  de  x'^  =  r'^  —  s\ 

r  -t-  s  =  x\,       /■  —  s  =71, 

ce  qui  est  toujours  possible,  car  x-  doit  être  impair  et  r  H-  s  et 
r  —  s  n'ont  pas  de  diviseur  commun,  il  en  résulte 

2r  =  XI  -\-  rf 
2s  =  x'I  —  yl, 

et  par  suite 

2 y-  =  l\rs  =:^  x\  —  y\. 

Donc  l'équation 

X^  —  J^  =  2Z^ 

€st  impossible. 
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3.  L'équation 


x'  -h  7*  =  :» 


étant  impossible,  on  ne  peut  trouver  deux  nombres  /'  et  s,  tels  que 


X-  =  r-  —  s- 


l'équation 


que  nous  écrirons 


Z'  =  X*  —  y 


est  impossible. 

Fermât  a  donné  de  ce  dernier  résultat  l'énoncé  suivant  :  il  n'y  a 
pas  de  triangle  rectangle  dont  les  eûtes  soient  mesurés  par  des 
entiers,  et  dont  la  surface  est  un  carré  parfait. 

Soient  a  et  6  les  côtés,  c  l'hypothénuse,  on  aurait  en  nombres 
entiers 

XY  =  f 
x2  -H  y^  =  :-, 

ou 

[x  ^  y)'  =  z'^  Ixp 
{x^  -  y^/ =  :^  -    2fy 

qui  est  impossible. 

Pour  démontrer  le  théorème  de  Fermât  nous  avons  montré  que 
l'existence  d'une  solution  de  l'équation  (i)  entraînerait  l'existence 
d'une  infinité  d'autres  plus  petites  en  valeur  absolue.  Euler  a 
employé  un  procédé  analogue  pour  démontrer  que 


n'admet  pas  de  solution. 

Démonslralion  de  M.  Sommer. 
Si  l'équation 

^3    _^  ^,3  __  -3 
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est  soluble  en  nombres  entiers,  on  peut  toujours  admettre  que  deux 
des  nombres  x  et  y  n'ont  pas  de  facteur  commun,  car  un  pareil 
facteur  diviserait  le  troisième  et  on  pourrait  débarrasser  l'égalité 


de  ce  facteur,  par  une  simple  division. 

Nous  montrerons,  tout  d'abord,  que  l'un  des  trois  nombres  au 
moins,  x,  y  ou  z,  est  divisible  par  3. 

Car  si  l'on  suppose,  par  exemple,  que 


il  en  résulte 


on  aurait  donc 


a;  =  ±  I  (3)       et       r  =  dz  (3), 
x3  =  dz  I  (9),      y^  =  ±i  (9). 


2 


x^-^y'=       o  (9). 
—  ^ 

Si  donc  z  n'est  pas  non  plus  divisible  par  3,  c'est-à-dire 

z-  =  ±i  (9). 


•on  a 


Mais  si 


X^    _|_  y'    ;3 

n'est  pas  divisible  par  9  on  ne  peut  avoir 


Il  faut  donc  que  l'un  des  trois  nombres  soit  divisible  par  3. 

Des  trois  nombres  x,  y,  z,  un  seul  peut  être  pair.  On  peut  donc 
admettre  que  deux  de  ces  nombres,  x  et  j  par  exemple,  sont  im- 
pairs, z  alors  est  nécessairement  pair,  et  l'équation 
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n'est  possible,  que  si  elle  est  de  la  forme 

OÙ  m  r;st  \\n  entier  positif^  i. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  r  est  toujours  divisible  par  3. 

En  effet,  comme  x  et  y  sont  impairs,  on  peut  toujours  trouver 
deux  entiers  premiers  entre  eux,  p  el  a,  tels  que 

X=p-i-'J,  Y=-p—'l, 

et  alors 

x^  --h  y^  =  ^p{p^  -T-  3'y^  . 

Le  second  facteur  p-  -~-  ofj-  est  certainement  impair,  de  sorte 
que  l'égalité 

2/)(p2  -^3721  =  2^"'Z^ 

n'est  possible  que  si  p  est  pair.  Si  z  n'est  pas  divisible  par  3,  p  et 
p-  -T-  ôf]"^  n'ont  pas  de  facteur  commun,  et  l'on  peut  écrire 

2p  =  2^"'U^, 

p-  -h  3^-  =  V* 

oiî  II  et  V  sont  deux  entiers  rationnels,  dont  le  produit  est  égal  à  z. 
Si  l'on  considère  />-  -4-  3rj''  comme  la  norme  du  nombre  entier 
P  ■+-  ^V —  3  de  l'anneau  ;•( —  v'^3),  p  -hq  / —  3  est  premier  avec  le 
conducteur  de  l'anneau,  il  faut  donc  que  v  se  décompose  dans  cet 
anneau,  c'est-à-dire  soit  la  norme  d'un  entier,  on  a  donc  le  droit 
d'écrire 

p  +  7  V'^=^3  =  {f-hg  \/^=^)', 
ce  qui  donne 

q  est  donc  divisible  par  3,  Si  donc  l'un  des  deux  nombres 

X  par  exemple,  est  divisible  par  3,  /;  est  nécessairement  divisible 
par  3,  et  par  suite  y  le  serait  aussi. 
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Il  ne  nous  reste  plus  que  l'hypothèse  z  ^  o  (3),  c'cst-à-diic  que 

l'équation 

x^  -\-  y^  =  z^ 

n'est  possible  que  si  elle  est  de  la  forme 

3.3    -f-  j3   =  2^"\3^".Z\ 

où  m,  n  sont  des  entiers  rationnels  >  i. 

Pour  résoudre  cette  dernière  équation  posons  encore 

X=p-i-q,  y=p  —  q, 

xJ  -h  y^  =  2q  (p-  -h  3q-)  =  2^'"  .  3-^" .  2% 
et  comme 

et  que  /y  et  q  sont  premiers  entre  eux, 

p  ^  o  (3)        et        ;/-  +  37-  ^  o  (3*). 
On  a  alors 

p-  -f-  3q'-  =  3v^. 

Le  premier  membre  se  décompose  dans  l'anneau  r[\/ —  3),  et  on 
peut  poser 

p-hq  v'3  =  V^^^  (/  +  g  v/^^)S 

oii  /  et  ^  représentent  des  nombres  premiers  entre  eux,   il  en 
résulte 

P  =  iP'J  —  79'. 

ce  qui  donne  pour 

2/)  =  2^'"3"~'u' 

l'équation 

Mais  comme  fj^  fj  — /,  g  +  f  n'ont  pas  de  facteur  commun  et 
que  des  deux  nombres  g  et/,  l'un  est  pair,  l'autre  impair,  il  faub 
que 

2r/  =  23"'3''<"~"c2  soit  2CJ  =  2^'"CJ 
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OU 

mais  alors,  ou  bien 

«3  -u  6'  =  2'"'33("-'»c=»         soit         2^"'c;  =  3^<''-"6;'  4-  a.\. 

Nous  avons  vu  que  si  l'équalion  admcllait  des  solutions,  le 
nombre  qui  est  divisible  par  3  le  serait  aussi  par  2,  la  première  de 
ces  deux  dernières  cqualions  seule  serait  j)ossible,  el  par  suite  des 
solutions  de  l'équation  donnée,  on  jiourrait  déduire  une  solution  de 

3,3    _^  ^^,3  _   33("-l)2J, 

et  en  répétant  ce  raisonnement  on  arriverait  à  résoudre 

„3      _,  yS     ,3 

OÙ  aucun  des  nombres  ce,,  y,,  r,  n'est  divisible  par  3,  ce  qui  est 
impossible.  Léquation 

a-'  -h  j'  =  2' 

n'a  donc  pas  de  solution. 

Etudions  maintenant  ces  théorèmes  d'après  la  théorie  des  corps 
de  nombres. 

c]  Méthodes  de  Kummcr  cl  de  Ililbert. 

Kummer  a  généralisé  le  théorème  de  Fermât,  il  a  montré  que 
l'équation 

X"  -h  j'"  H-  =  2" 

n'admet  pas  de  solution  dans  les  corps  déterminés  par  ^i- 
Pour  le  cas  de  n  =  3,  le  théorème  de  Kummer  s'énonce  : 
Théorème.  —  L'équation 

a3  _  ^3  _  -^.3 

n'admet  pas  de  solution  en  nombres  entiers  du  corps  A-(v^ —  3,  ou 
encore  a,  (6,  y  étant  trois  entiers  différents  de  o  du  corps  /.•(;/ —  3), 
il  ne  peut  y  avoir  entre  eux  aucune  relation  de  la  l'orme 

(l)  a3_^3^^3. 
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Démonstni/ion  :  Le  nombre  des  classes  des  corps  k{v'—3  li  =  i, 

posons  ici  oj  r^  ^lJ-ZJLzI,  Si  (i)  admet  une  solution  y.,  [".,  y, 

deux  quelconques  des  nombres  a,  ^î,  y  sont  premiers  entre  eux 
Soit 

X   =    I    OJ, 

c'est-à-dire 

(X)  =  (v'-^  3), 

l'un  des  trois  nombres  a,  ['j,  y  est  divisible  par  >.. 

Car  si  a  et  ^5  ne  sont  pas  divisibles  par  ).,  et  si  l'on  pose 


=  n  -f-  hw  =z  [a  ^  h)  —  h{i  ~  w), 
e  par  À,  et  par  suit 

fl  -f-  6  =  ±  1  (3j, 


a  -+-  h  n'est  pas  divisible  par  >.,  et  par  suite  il  ne  l'est  pas  par  3, 
et  comme 


il  en  résulte 
on  a  donc 


a 


3,3   _    33   ^  O   (À^l. 

Si  donc  y  est  premier  avec  ). 
et  alors 

«'  -  3-  -  V'  ^  )  ^  ^  (;..), 

c:-  qui  est  contraire  à  l'hvpothèse,  car 

±  3  ±  G,         ±1^0  (X»). 
Soit  donc 

on  voit  de  plus  qu'il  faut  /î  >  2. 

SoMMEB.  —  Théorie  des  nombres  , 
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Considérons   le   nombre  a  =  «  -h-  //w   premier  avec  À.    on  a 
ou  bien 

o  =  ±i.(3).         h  =  o{3), 
et  l'on  peut  poser 

a  =  ±  I  -+-  /.S,, 
a   étant  un  entier  du  corps,  ou  bien 

a  ^  =t  I  (3)       avec       b  ^  ±  f  (3,, 
parce  qu'on  a 

a  -+-  b^±  i  (i), 
alors  on  a 

QL  =  a  -i-  h-o  =  ±  (i  _(_  (o)  -f-  /,*»!, 

où 

T,  =   I    H-  OJ 

est  une  unité  du  corps. 
On  a  donc 

et  de  même 

yj,  étant  aussi  une  unité  du  corps.  Mais  comme 

a^  —  ?^  =  O  ().»). 

il  faut  que 

Y,'  —  T,^  ^  o, 

et  par  suite 

^'  —  V  =  o  (A*), 

y  est  donc  divisible  par  À^  au  moins. 

^ous  allons  démontrer  que  l'égalité  un  peu  plus  générale  que  la 
proposée 

où  ■/:  est  une  unité  du  corps,  est  impossible. 
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Par  suite  de 

a  =  ±  i,,7),         P=±r,(X). 
a»  _  p3^0  ()>'), 

il  faut  que  a  et  ^^  satisfassent  à  la  fois  à 

a  =  -^  I,  (>0,  P  =  -+-  I  (X) 

a  =  -i,(X).  p  =  (-î)(X), 

<l'où  l'on  a  les  congruences  simultanées 

=:— p  =  oi 

a  —  wji  ^  o  /  (X). 
a  —  (o-^  ^  o  ; 

Une  seule,  des  trois  dilTérences  a  —  fj,  y.  —  ^>j'5,  a  —  oj^j3,  peut 
■contenir  À  à  une  puissance  supérieure  à  i,  car  si  l'on  admet  que 
a  —  fj  est  divisible  au  moins  par  }.\  a  —  o)^'^  et  a  —  oj'^jv  ne 
peuvent  être  divisibles  que  par  /.,  car  on  a  par  exemple 

"5-^  ^  ±  ,  (X), 

comme  de  plus  y,  et  fi,  sont  premiers  entre  eux,  les  trois  nombres 
y,  —  j'^,  a  —  o)|3,  a  —  «-|'5  ne  peuvent  avoir  d'autre  facteur  com- 
mun que  ).,  de  sorte  que  l'équation  (2),  ou  encore  l'équation 

(2,)  (a  _  p)  (a  —  co3)  (a  _  ,o^P)  =  r,l^"t 

ne  peut  être  satisfaite  qu'en  posant  : 

i        a  —  P  =  rj,X3»-2x=* 
(3)  '    y.  —  (o3  =  T^.X.a^' 

(a  —  co-3  =  T^sXv^ 

où  y;,,  /î^»  "//a  ^oi^t  des  unités  du  corps,  et  où  t,  a,  v  sont  des 
entiers  sans  facteur  commun,  mais  on  sait  que  : 

oj  (a  _  P)  -+-  co2  (2  —  ojp)  -h  (a  —  <o^;î)  =  o. 

il  résulte  de  (3)  que 
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c'est-à-dire  en  divisant  i)ai-  >,yr,j.  et  en  désignant  par  ^,  et  t  les 
unités  qui  restent 

comme  n  >  2,  on  peut  considérer  cette  équation  comme  une  con- 
gruence  suivant  le  module  /.-,  qu'on  écrit 

k'  -  :v'  =  o  ().-'). 

Mais  on  a  y.,  v  ^  ±  i  (À)  et  y,\  v^  ^  ±  1  (À-),  la  dernière  équa- 
tion nous  apprend  donc  cpie 

c'est-à-dire 

Si  donc  l'équation  (2)  admet  des  solutions,  on  voit  que 

■j%  03   __   r  )  3(11-1  |.,P. 

en  admet  aussi. 

En  répétant  ce  raisonnement  on  arrive  à  l'équation 

011  les  trois  nombres  a,  '"'j,  y  ne  contiennent  plus  le  lactcur  À,  et 
nous  avons  vu  que  dans  ces  conditions  l'équation  est  impossible. 
Il  est  donc  impossible  de  satisfaire  à  (2)  au  moyen  de  nombres  du 
corps  A-(v'— ^3). 

Pour  terminer  nous  indiquerons  encore  la  généralisation  de 
Kummer,  du  théorème  de  Fermât,  pour  n  =  '\. 

Théorcme.  —  L'équation  indéterminée 

ne  peut  être  satisfaite  par  trois  nombres  du  corps  /.(y' —  i),  tous 
différents  do  zéro. 
Admettons  qu'on  ait 

où  a,  -j,  y  n'ont  pas  de  facteur  commun. 
Soit 
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l'un  des  trois  nombres  admeltra  le  facteur  /,  tandis  que  les  autres 
ne  l'admettront  pas. 

2  et  dz  (i  ±  v/--~i  sont  divisibles    par  ).,    car  n{l)  =r  2  et 
}.'  =  \—\/..  Tout  nombre  entier  du  corps  premier  avec),  satisfait  à 

==  =  V' ^=n"  (À), 

de  plus,  tout  nombre  entier  du  corps  premier  avec  2,  satisfait  à 
l'une  des  congruences 

(2)  a  ^  v^ —  I   (2)  ou  ;i  ot  ^  I  (2), 

car  il  n'y  a  que  deux  restes  premiers  avec  2. 

Chacune  de  ces  deux  congruences  (2)  nous  montre  que 

a*—  i=o(X'^). 

c'est-à-dire  que  tout  nombre  entier  du  corps  voit  sa  quatrième  puis- 
sance congrue  à  +  i,  suivant  le  module  8. 

Supposons  d'abord  a,  ^3  de  l'égalité  (i)  premiers  avec  )..  On  a 

(3)  a^  =  I  ().B).  ^4  =  I   (X6), 

a*  -h  fi*  —  2  =  O  (X«), 
(/i)  a^  H-  ^*  —  2  =-i-'  —  2, 

il  en  résulte  que  y  =  Àyi,  y,  étant  premier  avec  /.,  c'est-à-dire  que 

c'esl-à-dire 

71  -  v/~i  =  o  (X*), 
ceci  n'est  pas  possible,  car  pour  un  entier  y,  on  ne  peut  avoir  que 

Si  l'on  admet  en  second  lieu  que  fi>  et  y  sont  premiers  avec  1,  on 
a  toujours 

.,2  =  I  ^x-2)         et         ?*  =  I  (X2), 

y-  —  fi,*  est  divisible  au  moins  par  À-  ;  c'est-à-dire  que 
a  ^  o  (a)  ou  a  ==  X"^!  (n  ^  l). 


198  THKORIE    DES    HOMBRE8 

L'équation  (  i)  n'est  donc  possible  que  s'il  en  est  ainsi  de 
XV,.,;  _  .^.  _  ^i, 

et  réciproquement. 

Nous  remplacerons  cctlt-  tlerniLTc  par  une  ('quation  un  i)eu  plus 
générale 

(5)  £>.'"»*  =  '/'  —  {i\ 

oîiiestunc  unité  ilu  corps  /.(^Ifl^;). 
On  peut  mettre  (.'))  sous  la  forme 

v'i  _  I  —  £X*'»a*  4-  pi  _  I , 
et  comme 

p*  -  I  =  o  {1% 

on  en  conclut  que  y-  —  i  est  divisible  au  moins  par  AS  ceci  n'est 
possible  que  si  y  ^  i  ().-),  posons 

V  —  I  =  1--, 
on  a 

et  comme  r  h-  v' —  i  est  divisible  par  /,  on  a 
Y^  -  .  =  o  ()•■). 

le  second  membre  de  (5)  est  donc  divisible  par  À',  ceci  exige  que 
71  ^  2. 

Nous  écrirons  (5) 

(6)  E»"a*  =  (Y  -  r)  (y  +  P), 

et  nous  remarquerons  que  y  — f::,-,  y  -t-  f-:,'-  ne  peuvent  avoir  d'autre 
diviseur  commun  que  ).-,  on  peut  remplacer  (G)  par 


(7) 


Y  —   ?-  =  T.À^J' 


où  7  et  T  sont  deux  entiers  premiers  entre  eux  et  où  r,  et  ^c^  sont 
des  unités.  On  tire  de  là 


(8)  a?-  =  T,,>.^"-^i 


V«  — 2-4       .  .   .->2-t 
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OU  en  divisant  par  -x  et  en  remplaçant  —    a    '     2    ^^^  =>  ïi-  ^®^ 
dernières  lettres  désignant  des  unités,  on  a 

(9)  r  -  ^^'  =  :.^*"'-*>^*. 

Comme  /i  >  2,  on  voit  que 

^2  —  ^5^  =  0  (À*)        OU        ;i-  —  C  =  o  (X''), 

il  en  résulte  que  Ç  =  ±  i .  C'est-à-dire  que  lorsque  l'équation  (5) 
admet  des  solutions,  il  en  est  de  même  de 

(10)  £XMH-i)a*  =  72  _  3i_ 

En  répétant  ce  raisonnement  on  arriverait  à  cette  conclusion 

admet  des  solutions,  ce  qui  contredit  la  condition  trouvée,  que 
n  doit  être  ^  2. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Cette  démonstration  nous  permet  d'affirmer  que 

2-  =  x*  +  j^ 
z-  =  x'"  —  J* 

n'admettent  pas  de  solution  entière  rationnelle  où  x,  y,  z  sont  tous 
différents  de  zéro. 

On  peut  aussi  dire  que  les  équations 

^3      _|_     y3     __     -3 

x^  zh  y*  =  z' 

ne  peuvent  être  vérifiées  par  trois  nombres  rationnels  entiers  ou 
fractionnaires,  tous  trois  différents  de  zéro. 
Comme  conséquence  immédiate,  les  équations 

™3)t      I      y3n  __    t3« 

ne  sont  pas  possibles  en  nombres  entiers,  dont  aucun  n'est  nul. 
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Le  lliéorcnie  de  Serinât  pcul  s'énoncer  aulrenicnt  :  quel  que  soil 
le  nombre  rationnel  x  les  nombres 

v/i  ±  x%       /i  ±  x^ 

sont  irrationnels. 

On  peut  encore  dire  :  les  courbes 


x"  zn  y  =  c-, 

où  c  est  rationnel,  ne  passent  par  aucun  point  dont  les  rxK)rdonnée> 
sont  rationnelles. 
L'équation 

X-'  ±:  v^  =  z' 

ne  peut  être  satisfaite  par  des  racines  carrés  de  nombres  rationnels 
non  carrés,  dont  aucune  n'est  nulle. 
On  ne  peut  avoir 

sans  quoi  on  aurait 

a"^  -i-  b^  —  c^  ^  qz  2  \  a'6*, 

ce  qui  n'est  pas  possible,  car  d,  h  ne  sont  pas  carrés  parfaits  ot 
n'ont  pas  de  facteur  commun. 

Kronecker  (•)  a  tiré  une  conséquence  importante  dans  l'étude  du 
corps  algébrique  du  3"  degré,  de  ce  fait  que 


n'admet  d'autre  solution  rationnelle  que  x  =  o,  y  =  i  ou  x  —^  i , 
y  =  o. 

Si  cette  équation  admet  une  solution   rationnelle,  on   pourrait 
mettre  x  et  y  sous  la  forme 

ia  36  -i-  I 


(')  KnoNECkER,   Œuvres,   t.    I,   i^ijT),   [>.  lai,   ou  Journal  de  Crelle,   t.  l^VI, 
p.  i88. 
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Cl  alors 

r3  -4-  v3  _  ,  —  2  (^A'  +^'J^  ^l)  , 

et  toute  solution  rationnelle  x  et  y  nous  donnerait  une  solution 
rationnelle  de 

^  a'  -+-  2 7  6'^  -i-  I  =  G. 

.Mais  comme  la  première  n'admet  que  x  =  i,  y  ^^  o,  ou 
(x  =  G,  j  =  i),  l'équation 

Aa^  -+-  •2'^b^  H-   I  r=  o 

ne  peut  admettre  que  les  solutions 

„  =  -,.6  =  ±;. 

Si  maintenant  l'on  remarque  que 

A  =  —  (/la'  +  a-jb-') 
est  le  discriminant  de  l'équation 

x^  -h  ax  -i-  b  =  o, 

il  en  résulte  : 

Théorème.  —  Les  équations 

x^  —  a?  zh  „  ^  G 

sont  les  seules   équations  du  troisième  degré  dont  la  somme  des 
racines  est  nulle  et  dont  le  discriminant  =  -i-  i. 

Nous  n'examinerons  pas  ici  les  cas  de  x"  -+-  y"  =  z"  où  n  ^ô. 
Nous  allons  appliquer  la  théorie  du  corps  quadratique  à  l'étude  des 
propriétés  des  formes  quadratiques. 

35.  Un  aperçu  des  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie 
des  formes  quadratiques.  — Lorsque  nous  avons  étudié  certains 
corps  particuliers  coninie  /.(v^^^},  A:  v'-^),  etc.,  nous  avons  obtenu 
les  conditions  pour  qu'un  nombre  rationnel  a  puisse  être  mis  sous 
la  forme 

x^  _j_  y2  Q^^         xr  —  2 j-  ou  x-  -+-  ^y"^, 


202  TIlKljRIi;    DE»    NfJMUUES 

OU  encore,  les  conditions  |)oiir  qu'une  équation  tic  la  l'orme 


admette  des  solutions  en  nombres  entiers  x  et  y. 

Ce  sont  dos  cas  particuliers  d'une  théorie  générale,  la  théorie  des 
formes  quadratiques. 

Toute  expression  de  la  forme 

y=  a.r-  -+-  abry  -h  cv-, 

où  a,  b,  c  sont  îles  nombres  donnés,  et  x,  y  des  variables,  est  dite 
une  forme  'jiKidraliijne,  et  nous  admettrons  toujours  que  n,  2//,  c 
sont  des  e/iliers  rationnels,  n,  h,  c  sont  apjxîlés  les  coefficients  de 
la  forme,  n,  c  les  cocllicients  extrêmes,  h  le  coeflicient  mo\en. 

Dans  ses  recherches,  Gauss  a  toujours  pris  -.ib  pair. 

Euler  avait  déjà  trouvé  des  résultats  remarquables  en  étudiant 
certaines  formes  particulières,  mais  Lagrange  est  le  premier  qui 
aborda  l'étude  de  la  forme  quadratique  la  [)lus  générale,  il  en 
découvrit  les  propriétés  au  moyen  des  fractions  continues.  Legendre 
a  exposé  ses  recherches  dans  sa  Théorie  des  nombres. 

(iauss  (')  fit  faire  le  plus  grand  progrès  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques.  Presque  toute  la  scclio  V  des  Disrjnis.  arith.  lui  est 
consacrée. 

La  méthode  de  Gauss  est  demeurée  un  modèle  dans  la  théorie 
des  nombres,  c'est  Gauss  aussi  qui  a  signalé  les  problèmes  les  plus 
féconds  et  les  plus  profonds. 

Nous  allons  expliquer  une  série  de  notations  indispensables, 
nous  indiquerons  les  questions  fondamentales  de  la  théorie,  et  enfin 
nous  montrerons  ses  rapports  avec  la  théorie  du  corps  quadra- 
tique. 

(iauss  dit  que  la  forme  quadratipue 

V  =  nx-  -h  2  hxy  -+-  n'- 
est proprement  primitive,  lorsque  a,  26,  r  n'ont  pas  de  facteur 


C)  Le  lecteur  est  prie  de  lire,  outre  les  œuvres  citées  de  Gauss  et  de  Legendre, 
les  chapitres  de  Diricldet-Dedckind  et  de  Bachmann,  etc. 
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commun,  et  im])roprcmcnl  primitive  lorsqu'ils  admettcnlle  facteur 
premier  commun  -2.  Le  tliscriminant 

D  —  //■:  _  ac 

est  dit  le  déterminant  de  la  forme.  Ce  déterminant  peut  être  positif 
ou  négatif  et  son  signe  joue  un  rôle  important,  c'est  d'ailleurs 
aussi  ce  q\n  se  présente  pour  les  corps  réels  et  les  corps  imagi- 
naires. 

^^ous  ne  traiterons  que  le  cas  le  plus  important,  celui  où  D  n'a 
pas  de  facteur  carré.  Nous  excepterons  toujours  D  =  o. 

Lorsque,  dans  une  forme  F  de  déterminant  D,  on  remplace  x,  y 
par  de  nouvelles  variables  x,,  j,,  à  l'aide  d'une  substitution  àcoel- 
ficients  entiers  rationnels,  on  obtient  une  nouvelle  fonne 

L.e  déterminant  de  la  forme  /qui  est  dite  obtenue  par  transfor- 
mation de  F  est 

'  D  =  A^D, 

où  A  est  le  déterminant  de  la  transformation. 

Lorsque  A  4=  ±  i  on  dit  que  la  forme  /  est  contenue  dans  V, 
par  contre  si  A  =  ±  i  on  dit  que  les  formes  1'  et  /  sont  équiva- 
lentes, si  A  =  -+-  I  proprement  équivalentes,  et  improprement 
équivalentes  si  A  =  —  i .  Dans  ces  deux  derniers  cas,  comme  on 
le  voit,  la  forme/ est  contenue  dans  F  et  réciproquement  F  est 
contenue  dans  /, 

En  prenant  ru  —  .?/  =  +  i,  on  peut  déduire  d'une  forme  une 
infinité  d'autres  formes,  rjui  lui  sont  proprement  équivalentes. 
Deux  transformations  successives  écjuivalent  à  une  seule  dont  le 
déterminant  est  le  produit  des  deux  premiers  ;  par  suite,  deux 
formes  équivalentes  à  une  troisième  sont  équivalentes  entre  elles. 
On  obtient  donc  toutes  les  formes  équivalentes,  en  partant  de  l'une 
d'entre  elles.  On  dit  que  tontes  les  formes  équivalentes  entre  elles 
forment  une  classe. 

On  démontre  que  toutes  les  formes  de  déterminant  donné  D 
peuvent  être  réparties  en  un  nombre  fini  de  classes. 

Les  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  formes  quadra- 
tiques sont  les  suivants  : 


r 

s    1' 

D,  = 

1 

1 

1    t 

u 
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I.  Savoir  si  un  nombre  donné  est  reprcsenlable  par  une  lormc 
donnée,  et  connaître  les  valeurs  de  x  et  y  qui  perniettint  celte 
représentation. 

•1.  Hcconnaître  si  deux  formes  quadratiques  données,  de  même 
déterminant  D,  sont  écpiivalentes,  et  trouver  les  iurmules  de  Irans- 
l'ormation  qui  loiit  [)asser  de  l'une  à  l'aulre. 

S.  Démontrer  que  les  formes  en  nombre  illimité  forment  un 
nombre  fini  de  classes. 

!x.  Trouver  des  formes  représentant  cbaque  classe  afin  de  sim- 
plifier les  calculs  du  premier  problème. 

C'est  précisément  ce  premier  problème  qui  a  donné  l'occasion 
de  toutes  les  reclierclies  sur  les  formes  quadratiques,  c'est  en 
quelque  sorte  le  problcmc  des  formes  quadratiques. 

Lorsqu'un  nombre  est  représenlablo  par  une  forme  quadratique  l'\ 
il  l'est  par  toute  forme  V ,  équivalente  à  V .  On  simplifiera  donc  la 
solution  du  premier  problème,  on  cherchera  donc  des  formes 
simples  pouvant  donner  le  plus  facilement  la  représentation  d'un 
nombre  donné. 

Un  autre  problème  de  la  théorie  consiste  à  répartir  les  classes  en 
genres. 

En  1801,  au  temps  011  Gausse  publiait  ses  recherches  sur  l'arith- 
métique supérieure,  les  nombres  imaj^ànaires  n'avaient  pas  les 
mêmes  droits  que  les  nombres  réels.  On  les  néjzligeait  parce  qu'on 
croyait  y  voir  des  contradictions,  et  parce  qu'ils  avaient  été  l'objet 
de  mainte  application  erronée. 

(iauss,  quoique  ne  partageant  pas  ce  préjugé,  n'employa  cepen- 
dant pas  les  imaginaires,  et  il  bâtit  sa  théorie  des  formes  quadra- 
tiques en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  nombres  réels. 

Kummer  (')  dès  ses  premières  communications  au  sujet  de  la 
découverte  des  idéaux,  a  montré  que  la  théorie  des  formes  quadra- 
tiques et  que  la  théorie  des  corps  quadratiques  étaient  identiques. 

L'emploi  des  nombres  quadratiques  permet  de  simplifier  beau- 
coup la  théorie  des  formes  (Son-  Dedekind,  \'orle.<imgen  iihcr 
Zahlcnlheorie  von  Lcjcnnc-DIrichlel,  ^  71  et  suppl.  \I,  §  186). 

Nous  allons  examiner  ici  de  plus  près  le  rapport  entre  les  formes 


(')  Journal  de  Crellc,  l.  \\\V,  j..  3j5. 
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et  les  copps.  Il  faut  établir  pour  cela  une  correspondance  exacte 
entre  un  idéal  et  une  forme  quadratique,  l'application  de  la  multi- 
plication des  idéaux  des  idées  de  classe  et  de  genre  se  fera  d'elle- 
même. 

La  correspondance  entre  les  idéaux  et  les  formes  est  un  peu  plus 
compliquée  pour  les  corps  réels  que  pour  les  corps  imaginaires. 
Nous  traiterons  donc  principalement  le  cas  des  corps  réels. 

36.  La  correspondance  des  idéaux  et  des  formes  quadra- 
tiques. —  {Im  représentation  des  nombres  par  des  formes  qwidra- 
li(jiies).  Soit  V  '=  (/>.  ^  "^  \  '")  ""  idéal  premier  du  corps  /.'(v'm), 
alors  tous  les  nombres  de  l'idéal  peuvent  être  représentés  par 
px  -h  {b  -t-  \'m)y,  oii  X  et  }'  prennent  toutes  les  valeurs  entières 
rationnelles.  Les  normes 

/      o            I              b'  —  m     „, 
p{px-  +  2bxY  H _ —  y-) 

contiennent  toutes  une  forme  de  déterminant  m  en  facteur.  On  est 
donc  amené  à  attribuer  la  forme 

px-  -h  2bxy  -f- y 

à  l'idéal  }>,  ou  aux  normes  en  nombre  infini  des  nombres  de  l'idéal. 
Examinons  les  différents  cas  : 

i"  Cas.  —  Le  corps  est  réel  A' (y m) 

m  ^  •!         ou         m  ^  3  (4), 

c'est-à-dire  soit  A(\/m)  un  corps  de  déterminant  d=  '\m,  de  base 
I,  oi  =  \'m  et  ayant  un  nombre  quelconque  de  classes  Ji.  Soit  p  un 
nombre  premier  rationnel,  il  y  a  trois  cas  possibles. 

*)  Ou  bien  (    )  =  —  i.  (/>)  est  premier  dans  1>{\^m),  cela  veut 

dire  que  p  ne  peut  être  représenté  par  aucun  nombre  de  la  forme 
X-  —  ^'îj".  il  en  résulte  de  plus  que  p  ne  peut  être  représenté  par 
aucune  forme  ax"^  -H  ibxy  -+-  cy-  de  déterminant  b'  —  ne  =  m. 

En  effet,  comme  ()  =  (")=  —  i,  les  coefficients  extrêmes  sont 

premiers  avec/)  ;  dans  le  cas  où  ±  p  =  ax'-  -f-  9.bxy  4-  cy'  aurait 
des  solutions,  zh  ap  =^  [ax  H-  by)-  —  my-  en  aurait  aussi,  ce  qui 

est  contraire  à  l'hypotbèse  (  ^  )  =  —  i . 
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••)  Ou  bien  (    |  r=  4-  i,  (p)  se  décompose  dans  le  corps  A-(v'm) 

en  un  produit  de  deux  idéaux  piiiicipaux  ou  de  deux  idéaux  non 
j)rinci|)aux. 

***)  Ou  bien  (  )  =  o,  alors  (/>)  est  le  carré  d'un  idéal  premier 
ambige. 

Idcnnx  priiirijxni.i:  et  Jornws  principales. 
Supposons  que  (p)  égale  le  produit  de  deux  idéaux  principaux 
(i)  {p)  =  (a  +  b'v)  {a  -h  W). 

cela  veut  dire  que  p  peut  être  représenté  [)ar  l'une  des  deux  formes, 

(I)  /=a-2  —  mv^ 

(II)  f  =  —  :c-^  ^  ,ny-\ 

ou  bien  encore  par  toutes  les  deux. 

Si  la  norme  de  l'unité  fondamentale  s  du  corps  A- (\  m)  est  égale  à 
H-  1,  l'égalité  (1)  montre  que  lune  seule  des  deux  égalités  sui- 
vantes est  possible 

p  =  a-  —  mb-         ou         —  p  -~  ^^  —  mb-, 

par  contre,  si  £  =  /•  h-  s  y'm  et  que  /i(£)  =  —  i,  et  i>i  l'on  a 

p  z=z  a-  —  mb-^ 
on  a  aussi 

—  p  =  [a-  -h  mb-)  [r-  —  ms^), 

mais  le  second  membre  peut  être  considéré  comme  la  norme  d'un 
nombre  entier 

ar  -+-  bin  -h  {as  -+-  br"^  \'m, 
—  /3  =  {or  -i-  bsm)'-  —  m  as  -h  br)-, 

p  et  —  p  sont  représentables  par  les  mêmes  formes  quadratiques  I 
et  II. 

Supposons  qu'on  ait  -hp  =  a- —  mb'  et  faisons  d'abord  x  =  a, 
y  =  /^  puis  X  =  (ir  -h  bsm,  y  =  as  -^  br,  dans  I  nous  aurons 
-+-7)  et  —  /),  Faisons  les  mêmes  substitutions  dans  II,  nous  aurons 
—  /)  et  -h  p. 
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D"autre  pari,  comme 


n{i)  =  r^  —  ms^  =  —  i, 


la  forme  II  devient  la  forme  I  par  la  transformation 


(3)  ) 

'  V.   =  SX  


i  X',  =  rx  -\-  insy 
rv. 


dont  le  détermmant  est  4-  i. 

Réciproquement,  s'il  existe  une  transformation  de  déterminant 
-h  I  qui  fait  passer  de  I  à  II,  p  et  —  p  peuvent  être  représentés  à 
•  la  fois  par  x'^  —  my-  et  —  x^  +  my'-. 
Si 

-H  /J  =  a^  —  inb^,         —  p  =  aj  —  mb'(. 

on  a  nécessairement  des  égalités  de  la  forme 

a  -h  \'mb  =  a^  -+-  \/mb^, 

I    1.  -1      '     I.  a  H-  Vinb  .  ,    , 

et  de  la  il  resuite  que  s  = tt.— -  est  une  unité  du  corps  pour 

a,  +  \/mb^  '■     ^ 

laquelle  n(z)  -=  —  i . 

Les  formes  I  et  II  sont  des  formes  ayant  le  déterminant  m,  nous 
avons  donc  le  droit  de  faire  la  convention  suivante. 

Soit  p  =  (a  -h  6  \/m)  ou  p'  =  {a  —  b  /m)  est  un  idéal  principal 
premier  du  corps  /v(v'/n),  et  soit  s  l'unité  fondamentale  du  corps, 
nous  attribuerons  aux  idéaux  p,  \f'  : 

A.  La  forme  proprement  primitive  x'-  —  my^,  lorsque  ii(z)  =  —  i  ; 

B.  Les  deux  formes  proprement  primitives,  non  équivalentes, 
X-  —  my-  et  —  x-  -h  my-,  lorsque  n[z)  =^  -\-  i . 

Posons  dans  les  formules  I  ou  II 

X  =  rx^  -+-  sy^ 
y  =  tej  +  HVj, 

et  prenons  r,  s,  /,  u,  tels  que  ru  —  si  =  -{-  i,  les  deux  formes 
quadratiques  nous  donneront  deux  systèmes  illimités  de  formes 
quadratiques 

(la)  (''^  —  int'^)xi  H-  2{rs  —  mtu)xj^  -+-  (s^  —  mu-)_)'f 
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et 

(lia)        —  (/•*  —  ml-\/j-\  —  a(rj  —  ;;i/u):r|V,  —  [s-  —  mu-)y'\, 

que  nous  écrirons  sous  forme  ahrégco 

(I„)  A.v2 -h  aH-rv  — Cv-, 

(II„)  —  \:r'  —  alîrv  4-  Cv^ 

Le  déloriiil liant  Je  ces  formes  est 

D  =:  IV-;  —  AC  r=  m. 

Si  le  nombre  premier  p  qui  peut  rire  représenté  par  l'une  des 
formes  I  ou  II  peut  être  représenté  aussi  par  l'une  des  formes 
I„  et  II„,  et  réciproquement. 

Dans  le  cas  n{i)  =  4-  i  les  deux  systèmes  de  formes  I„  et  II„  sont 
dilTérents,  dans  le  cas  /i(c)  =  —  i  les  formes  I„  et  II„  sont  équi- 
valentes, car  I  et  II  le  sont  aussi. 

Ce  qui  est  surtout  important,  c'est  la  réciproque  que  nous  énon- 
cerons à  nouveau. 

Tout  nombre  premier  /)  qui  jieut  èlie  représenté  par  la  forme 
quadratique 

de  déterminant  T)  ^=  m,  cette  forme  est  équivalente  à  l'une  des 
formes  I  ou  11. 

On  a  supposé  que  D  =  B-  —  AC  ne  pont  renfermer  aucun  fac- 
teur au  carré,  les  trois  coefficients  A,  B,  C  ne  peuvent  avoir  aucun 
facteur  commun.  On  peut  admettre  de  plus,  que  l'un  des  trois 
coefficients  A.  B,  C.  par  exemple  A,  est  premier  avec  un  nombre 
donné,  en  particulier  avec  le  nombre  premier  /).  Cette  hypothèse 
ne  restreint  pas  la  généralité  ;  car  si  A  n'est  pas  premier  avec  p,  on 
peut  déduire  de  F  une  forme  équivalente,  dont  le  premier  coeffi- 
cient est  premier  avec  A.  Car  si  A  est  di\isible  par  p,  sans  que  C 
le  soit  (ce  qui  arrive  nécessairement  pour/)  =  2),  il  suffit  de  faire 
une  transformation  unité 

X  =  /xr,  4-  sv,,         V  =  7.,-,  +  »v,. 
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OÙ  ij  est  premier  avec  p.  Si  C  était  divisible  par  p  on  choisirait  une 
transformation  unilc 

où  r/,  et  </j,  seraient  premiers  avec  p. 

Soient  x,,  j,  deux  entiers  rationnels  premiers  entre  eux,  tels  que 

(4)  p  =  Ax\  -h  aBa-jV,  -h  CvJ. 
on  a 

(5)  \p  =  {\x,^By,Y-myi, 

c'est-à-dire  qiîe  Ap  peut  être  représenté  par  la  forme  x^  —  my^. 
L'équation  (4)  nous  montre  que  y,  est  premier  avec  p,  et  que  A. 
et  y,  sont  premiers  entre  eux,  et  (5)  exige  que  Aaî,  -l-  Bjj  et  y,  soient 
premiers  avec  Ap.  Si  donc  on  a 

p  =  x*^  —  ??jy**. 

où  X*  et  y*  sont  premiers  entre  eux,  on  a  l'égalité  idéale 

(A.r,  -+-  Bj,  -f-  v'myi)  {^x^  -+-  By,  —  V^'^J'i) 

=  (A)  {x*  -f-  V^my*)  (rr*  —  v^my*), 

il  en  résulte  que  (A)  est  le  produit  de  deux  idéaux  principaux,  ou 
que  -+-  A  est  représentable  par  la  forme  I.  En  effet,  il  faut  que 
{x*  H-  \/my*),  qui  est  un  idéal  premier,  soit  contenu  dans  l'un  des 
facteurs  du  premier  membre,  de  même  x*  —  v^v*. 

Les  nombres  Ax,  -f-  Bj,,  y,,  x* ,  y*  étant  premiers,  les  uns  avec 
Ap,  les  autres  avec  p,  il  en  résulte  que  l'égalité 

\  =z  x^  —  my^ 

est  toujours  satisfaite  par  des  nombres  premiers  entre  eux  et  pre- 
miers avec  A, 

x  =  r,        y  =  t. 

Soient  donc  r  et  t  deux  entiers  rationnels  premiers  entre  eux, 
tels  que 

(G)  -^  A  =  r^  —  mtK 

SoMUER,  —  Théorie  des  nombres.  ï4 


2IO  TIIÉOHIE    ni:S    NOMIJRE^ 

déterminons  deu\  nombres  rationnels  s,  ii,  satisfaisant  'i 

(7)  ru  —  /*•  r^  I 

(8)  —  tutu  -f   rs  —  B, 

c'est-à-dire 

ht  -h  r  Br  -j-  Im 

(9)  "  =  — A--        '  =  —X 

le  nombre 

(10)  s-  —  mu-  =  .  .,  (B-  —  m)  (r^  —  mi-)  =  C 

est  un  entier  rationnel. 
On  a 

A/)  =  (r-  —  ml-)  (x'-  —  m*Y-), 

ou  encore 

(11)  Ap^  [rx*  -h  tmy*  -f- {ry* -+-  Ix*)  [^m]  \rx* -h  tmy'  —  {ty*  -+-  Ix*)  \/m | . 

Comparant  (11)  et  (5)  on  voit  que  l'on  peut  cboisir  j;,  et  Vi» 
tels  que 

Aa-,  H-  Bj,  =  rx*  -1-  Imy*,         —  v,  =1  Ix*  4-  ry' , 
ce  qui  nous  donne 

(12)  X*  =  rx^  -f-  sy,.         V*  =  —  tx^  —  «Vj. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  x,,  y,,  x*,  y*,  r  et  /  sont  des 
nombres  entiers,  .<fy,  et  «y,  sont  des  entiers  ;  s  et  11  ne  peuvent  avoir 
en  dénominateur  que  des  facteurs  de  y,,  ou,  en  tenant  compte  de 
(9),  les  nombres  rationnels  s  et  u  ne  peuvent  avoir  comme  dénomi- 
nateur que  des  diviseurs  communs  à  A  et  à  y^.  Mais  ces  deux 
nombres  A  et  y,  sont  premiers  entre  eux.  6'  et  u  sont  des  entiers. 

Mais  la  substitution 

X  =  rx^  -\-  sy,,  y  =  —  lx^  —  uy^ 

est  une  substitution  unité  qui  fait  passer  de  la  forme  I  à  la  forme 
Aœ^  _^  2B£Ciji  4-  Cyj.  Le  théorème  est  démontré. 

On  pourrait  faire  voir,  de  la  même  manière,  que  la  forme  II  est 
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érjnivalenle  à  toute  forme  de  délerminant  m  qui  peut  représenter 

— /'•  _ 

On  pourrait  trouver  les  mêmes  résultats  en  partant  de  la  forme 

|)  =  (p,  h  -h  /'»)  des  idéaux  [)iuicipau\  et  en  procédant  comme 

il  suit. 

Idéaux  premiers  el  formes  quelconques. 

Soit  /)  un  nombre  premier,  tel  que  (  -  j  =  4-  i  ou  [-]  =  o,  et 

supposons  que  (/))  se  décompose  dans  k  Wm)  en  un  produit  de  deux 
idéaux  du  premier  degré,  idéaux  principaux  ou  non  principaux, 
ou  supposons  encore  que  (p)  soit  le  carré  d'un  idéal,  on  peut 
écrire 

où  b  est  un  nombre  positif,  qui  peut  être  nul. 

On  pourra  attribuer  des  formes  de  déterminant  D  aux  idéaux  p 
et  fj'.  Par  définition  à  l'idéal  y  correspondent 

/=  ~{p^  -\-  by  -{-  ^my)  (px  -\-  by  —  ^my). 


c'est-à-dire 

(I)  f=p:,2^2bxy-}-^-^^f- 


ou 

/ii\  r                 01             b'^  —  m     0 

(II)  J=_pa,-  -f- 26XJ  H j- 

et  à  p' 

(III)  f=px'--h  -ibxy  -H  -^-^^'-', 

,ii»v  r                 o           1             b-  —  m    ., 

(IV)  /=  —  px'  -h  Oibxy y- 


11  faut  remarquer  que  toutes  ces  formes  sont  proprement 
primitives,  car  les  coefficients  n'ont  aucun  facteur  commun  ;  de 
plus. 

a)  Les  formes  I  et  III  d'une  part,  II  et  IV  d'autre  part,  sont 
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improprement  équivalentes,  car  elles  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  la  substitution 

de  déterminant  —  i . 

}))  Pour  des  valeurs  données  des  entiers  x  et  y,  les  formes  I  et  II 
ou  III  et  IV  nous  donnent  des  nombres  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

Dans  le  cas  où  la  norme  de  l'imité  fondamentale  é,  n(é)  =  —  i . 
les  formes  I  et  II,  III  et  IV  sont  aussi  improprement  équivalentes, 
car  si  c  =  r  H-  .<>  \'in,  la  transformation 

,  ,  fc*  —  m 

rr  =   /•  —  bs]  X, sv, 

p 

y  =  -+-  psxi  -h  (r  -+-  hs)y\, 

dont  le  déterminant  est  —  i,  fait  passer  de  1  à  II  et  de  III  à  IV. 
On  peut  réunir  les  remarques  a)  et  b)  et  dire  que  si  n{s.)  =  —  i , 
les   formes   I,   IV,   II,   III  sont  proprement   équivalentes,    et    la 

forme  \  ly  est  improprement  équivalente  à  la  forme  i  tit  • 
c)  Dans  le  cas  où  p  est  un  idéal  ambigc,  c'est-à-dire  si 

ip,  h  -h  v'm)  =r  {p,  b  —  \'m)  =  (p,  b  -h  \'in,  b  —  \'m), 

on  peut  trouver  deux  entiers  /',,  5,,  tels  que 

pr^  -(-  (6  -h  \'m)si  =  b  —  \^m, 
c'est-à-dire 

s,  =  —  I ,         pi\  —  b  =  b, 

c'est-à-dire 

2b 


'^=    P 


Alors  III  résulte  de  I  par 


2b 

a;  =  a;, y, 


dont  le  déterminant  est  -h  i.  Les  formes  I  et  III  sont  donc  alors 
proprement  équivalentes  ainsi  que  II  et  IV. 

Si  donc  n{î)  =  +  i  nous  ne  conserverons  que  les  formes  I  et  II, 
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si  n{-)  =  —  I  il  résullc  des  remarques  b)  et  c)  que  les  quatre 
formes  de  1  à  IV  sont  équivalentes  et  peuvent  être  remplacées  par 
une  seule  d'entre  elles. 

La  forme  I  est  équivalente  à  III,  proprement  et  improprement, 
elle  est  donc  improprement  équivalente  à  elle-même. 

En  elfct,  la  substitution 

x  =  x^-h  ~   V,.         y  =  —  V,.         A  =  —  I. 

ne  la  transforme  pas.  Des  formes  telles  que  I,  II,  III,  IV,  dans  le 
cas  considéré,  qui  sont  leur  propre  équivalent,  proprement  et  im- 
proprement, sont  dites  des  formes  ambiges  (d'après  Dedckind),  ou 
formae  ancipides  (Gauss;. 

(/)  Enfin  si  p  est  un  idéal  principal,  on  a  le  cas  précédent,  les 
formes  (I,  III),  (II,  lY)  sont  équivalentes  à  l'une  des  formes 
X-  —  my-  ou  —  a?"  -h  my-,  ou  encore  à  toutes  les  deux. 

Les  formes  I  et  III  sont  encore  équivalentes  entre  elles,  propre- 
ment et  improprement,  chacune  d'elles  est  improprement  équiva- 
lente à  elle-même.  Les  formes  I,  II  sont  des  formes  ambiges. 

Des  transformations  unités  nous  permettent  de  déduire  de  ces 
formes  une  infinité  de  formes  équivalentes. 

Dans  le  cas  général  on  arrive  à  quatre  systèmes  de  formes,  dans 
certains  cas  on  en  a  deux,  dans  d'autres  un  seul. 

Tout  nombre  rationnel  ±  z  qui  peut  être  représenté  par  l'une 
des  formes  de  I  à  IV  peut  être  représenté  par  toutes  les  formes 
équivalentes.  Réciproquement,  toute  forme /de  déterminant  m  qui 
peut  représenter  proprement  un  nombre  premier  p,  positif  ou 
négatif,  est  équivalente  à  l'une  des  formes  de  I  à  IV. 
Soit  par  exemple 

-{-  p  =  Axl  -H  sBx,j,  -h  Cyj. 

X,  et  y,  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux  nombres 
entiers  s  et  ii  tels  que 

X^u  —  YjS  =  4-1. 

la  substitution 

X  =  x^x'  -t-  sy' 
y  =  y,x'  -h  uy' 
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transforme  /  en 

F  =  -+-/)x'2  4-  2  s  (Aa-,  -h  ny,)s  -r-  Bj-,  +  Cv,)  u  j  x'y' 
-+-  (As-  -f-  2B«u  -h  Cu")^'-, 
ou  encore 

F  =  H-  px'-  4-  2b^x'y'  -+-  c,v'-. 

Le  déterminant  de  celle  l'orme  est  égal  à  m,  il  en  résulte 

b'f  —  m 

c'cst-ù-dire 

/^»  —  in  =  o  (p). 

6,  est  donc  un  entier  rationnel  qui  satisfait  à  \-  —  m  ^  o  (/>). 
Nous  montrerons  plus  loin  que  le  nombre  6,  ne  dépend,  suivant  le 
module  p,  que  de  ic,  et  j,,  et  qu'il  ne  dépend  pas  des  valeurs  par- 
ticulières choisies  pour  u  et  s. 

Le  nombre  6  satisfaisant  à  la  même  congruence,  et  comme  cette 
congruence  n'a  que  deux  racines  distinctes  suivant  le  module  (/>), 
ou  une  seule  dans  le  cas  de  m  ^  o  (p). 

On  a  :  b,  =  ±  b  -^  ep,  e  étant  un  entier  positif  ou  négatif; 
posons  x'  =  X  —  c\,  y'  ==  "^  ,  il  vient 

F,  =  p\'  rt  -ibW  4-  {pe-  -h  c,)\'\ 

F,  =pX.-±2  6XY  +  {pe-  4-  c,  ±  2  6c)  Y^, 

dont  le  déterminant 

6-  —  p  dz  2bc {pe-  -h  cj  =  m, 
et  l'on  peut  écrire 

F,  =pX-^^2  6XY-^^''"Y2, 

qui  n'est  autre  que  la  forme  l  ou  111,  attribuée  aux  idéaux  v  et  v  • 
On  peut  résumer  ainsi  les  considérations  précédentes  : 
Soit  p  =  {p,  h  -^  v^nj),  ou  encore  p  =  {p,  b  —  {In),  un  idéal 

premier  du  corps  k(\^m),  où  b  est  positif  ou  nul,  nous  attribuerons 

aux  Idéaux  f)  et  p  : 
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A.  Les  ronnes  I,  II,  respeclivemenl  111,  1V^  si  /t(c)  =  —  i,  et 
si  p  n'est  ni  un  idéal  principal  ni  un  idéal  ambigc; 

B.  La  l'orme  quadratique  I,  respectivement  III,  si  n{c)  =  —  i, 
et  si  p  n'est  ni  un  idéal  anibige  ni  un  idéal  principal. 

Mais  si  \>  est  un  idéal  ambiyeou  un  idéal  principal,  les  formes  I, 
III  d'une  part.  II,  IV  d'antre  part,  se  confondent,  elles  sont  des 
formes  ambiges. 

Si  l'on  part  de  l'idéal  (i,  w)  ce  ibéorème  nous  donne  les  formes 
attribuées  aux  idéaux  principaux. 

Remarque  :  II  n'était  pas  nécessaire  du  tout,  pour  établir  ces 
correspondances,  de  prendre  pour  point  de  départ  la  base  nor- 
male de  l'idéal  />,  b  -H  oj,  on  pourrait  tout  aussi  bien  partir  d'une 
base  quelconque  donnée. 

Soit  |>  un  idéal  premier  qui  divise  /),  et  soient  n  =  a,  +  b/j), 
TZi  =  Cl  -+-  f/jOJ  une  base  de  l'idéal. 

On  obtiendrait,  au  lieu  des  quatre  formes  I  à  III,  quatre  formes 
analogues,  la  suivante  correspond  aux  formes  I  et  III, 

i^  =  p  [(«1^  +  c,j)  -+-  {b,x  +  f/j)o.]  [{a^x  -H  cj')  —  (b^x  +  dj)oj\ 

ou 

,,  ,        ,^        a?  —  b;in     „  a.c,  —  b.d,m  ci  —  dhn    „ 

(L)        t  = 1—  x-  -H  2  -i-3 î— i-  xy  H — *■ î—  Y  • 

\  "/  p  p  -^  p         ^ 

Les  coefficients  de  ces  formes  n'ont  pas  de  facteur  commun,  car 

a'I  —  6f/H,  a^c^  —  h^d^ln,  cf  —  f/j/n 

sont  des  nombres  rationnels  de  l'idéal  p,  et  les  nombres  extrêmes 
ne  peuvent,  d'ajKcs  l'hypothèse,  être  divisibles  que  par  p'.  Déplus, 
le  déterminant  D  =  m,  car  si  ;:,  tt,  sont  deux  nombres  de  base  de 
l'idéal  p,  on  peut  désigner  quatre  entiers  rationnels  r,  s,  t,  u,  tels 
que  ru  —  st=±i,  et  que 

TT  ==  rp  -t-  /(6  +  w), 
~i  '^  ^/^  -H  «(6  -h  0)). 

On  peut  donc  écrire 

F  -=  -  .  n[p[rx  H-  sy)  -i-  [Ix  -\-  uy)b  -+■  {tx  -+-  iiy)iu]. 
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ce  qui  nous  montre  que  la  transformée  de  F  par  la  substitution 

x^  =  rx  -H  sy,         v,  =  Ix  -f-  ny, 

n'est  autre  que  I  ou  III,  c'est-îi-dire  que  F  est  équivalente  à  l'une 
de  ces  formes,  suivant  que  rs  —  /«  égale  -h  i  ou  —  i .  Le  déter- 
minant de  I''  est  donc  bien  égal  à  m. 

1-^t  on  a  : 

Thcorlinc.  —  On  peut  faire  correspondre,  aux  différents  couples 
de  nombres  qui  forment  une  base  de  l'idéal  V.  t'es  formes  de 
déterminant  m  équivalentes  entre  elles,  proprement  ou  impropre- 
ment. 

Les  idéaux  quelconques  et  les  formes. 

Soit  enfin  j  r=  {i^,  {.j)  un  idéal  quelconque,  et  supposons  que  j  ne 
soit  pas  divisible  par  un  nombre  rationnel,  on  peut  poser  /  =  a, 
i.2=^  b  ■+-  w,  oij  a  le  plus  petit  entier  rationnel  de  j.  En  eflct,  si  a, 
b  -+-  CM  est  une  base  de  l'idéal,  n,  b,  c  ne  peuvent  avoir  aucun  fac- 
teur commun,  sans  quoi  l'idéal  (j)  contiendrait  lui-même  ce  fac- 
teur. On  peut  alors  trouver  trois  entiers  rationnels  x',  y*,  z',  tels 
que 

«lua-*  -+-  by*  -h  cw*v  -t-  cm:*  -+■  6roj* 

soit  de  la  forme  B  -+-  w,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Soit,  dès  lors,  '}  =  {a,  b  -h  v'm),  on  peut  faire  correspondre  aux 
deux  Idéaux  j  et  j'  des  formes  en  général  /»  (2  à  chacun  d'eux),  de 
déterminant  m,  analogues  aux  formes  de  I  à  lY .  A  l'idéal  j  corres- 
pond, par  exemple,  la  forme 

/•           ,          I            b-  —  m    ., 
J  z=:  ax-  H-  2bxy  -i y. 

Tandis  qu'il  est  évident  que  le  nombre  ir:  a  est  représentable 
par  la  forme /et  les  trois  autres,  et  par  toute  l'orme  qui  est  équi- 
valente à  l'une  des  quatre,  il  n'est  pas  possible  de  démontrer  que 
toute  forme  de  déterminant  m  qui  peut  représenter  ih  a,  est  tou- 
jours équivalente  à  l'une  des  quatre  formes  attribuées  à  j  et  j'. 

Tout  d'abord  il  y  a  d'autres  idéaux  que  j,  dont  la  norme  est  a, 
et  qui  ne  sont  pas  équivalents  à  j,  et  de  chacun  de  ces  idéaux 
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on  peut  déduire  une  nouvelle  sétic  de  quatre  formes  quadratiques. 
D'autre  part,  soit 

F  =  Ax'-  +  2  Bxj  -I-  Cj* 

une  forme  quadratique  de  déterminant  m,  qui  permet  de  repré- 
senter H-  a  lorsqu'on  remplace  x,  y  par  les  nombres  x, .  j,  pre- 
miers entre  eux, 

«  r=r  Aœ'r  +  2Ba;,j',  -h  C/j. 

déterminons  s  et  u  entiers,  tels  que  x^ii  —  y,.ç  =  i ,  la  transforma- 
tion unité 

X  =  x^\  -+-  s\ 

j=j,X  +  uY. 

nous  donne 

F'  =  aX'  -h2b,\\  -+-  c-,Y^ 

La  forme  F'  ne  peut  être  équivalente  à  F  que  si  b^  ^i  b  (a), 
comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre.  Pour  voir  si  F'  et  /  sont 
équivalents,  voyons  comment  6,  dépend  des  nombres  x^,  y^,  ii,  s. 

Le  déterminant  de  la  forme  F'  est  b^  —  aci  =  m,  b  est  donc  une 
racine  de  l'équation  x^  —  m  ^  o  («).  Une  pareille  congruence  ne 
peut  avoir  que  deux  racines  distinctes,  mod.  (a),  si  a  est  premier, 
elle  peut  en  avoir  plus  de  deux  si  a  ne  l'est  pas.  Nous  allons  mon- 
trer que  61  ne  dépend,  suivant  le  mod.  (a),  que  de  x,  et  j,,  et  qu'il 
ne  change  pas  lorsque  u  et  s  sont  remplacés  par  une  autre  solution 
de  «X,  —  sy^  =  b,  soit  aussi  a,x  —  ,s,}',  =  i,  c'est-à-dire 

(u  — u.)x',  —  (5  — s,)j,  =0. 

H  —  »,   ^  /.Jj,  S  —  «1  =  fi^i. 


OU  encore 


on  a 


d'où 


6,  =  AxjS  -h  B{x^u  -h  jjs)  +  C_)',a 
fej  =  AiCjSj  -h  B{x^ll^  -t-  y^s^)  -+-  Cy^ii^. 


b,  —  b,  =  o{a). 
On  peut  donc  dire,  suivant  une  expression  de  fîauss,  que  la 
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rc))iéscnlalion  de  a  par  b,  au  moyen  de  x, ,  y,,  appartient  à  une 
racine  (Iclenninc'c  //,  de  la  congruence  x'-  —  m  ^  o. 

D'où  le  Uicorèine. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  I''  soit  (iquivalente 
l\  f,  est  que  la  représentation  de  a  par  I'  appartienne  à  la  racine  h 
de  la  congruence  x'-  —  m  ^  o  {a). 

Enfin  si  i  est  idéal  qui  est  divisible  par  un  nombre  rationnel  r, 

on  fail  la  division  '  et  on  attribue  à  cet  idéal  simplifié  une  forme 

de  déterminant  ï)  =  m. 

On  peut  au  contraire  attribuer  à  la  forme  priuiilive 

ax'-  -f-  2  6.ry  -f-  cy'-. 

de  déterminant  ni,  l'idéal  {a,  b  -+-  \^m)  du  corps,  et  alors  à  des 
formes  équivalentes  on  pourra  faire  correspondre  un  seul  et  même 
idéal  (voir  plus  loin). 

2"  Cas.  —  Soit  le  corps  imaginaire  /.(v^'m)  et  m  ^  :>,  m  ^  3  (4), 
on  a  encore  d  -^^  [\m  ;  i ,  o)  =  y/,»  est  une  base  et  A  ^  i . 

Soit  /)  un  nombre  premier  rationnel,  pour  lequel  (  -  )  =  —  i . 

qui  ne  se  décompose  pas  dans  le  corps  h{\fin),  le  nombre  p  n'est 
représentable    par    aucune    forme    quadratique    de    tlélcrminanl 
D=  m. 
Soit 


/■=  ax"-  4-  2  hxv  -h  cy-  =  -  \{ax  -h-  fcv 


my^ 


une  forme  dont  le  déterminant  m  est  négatif,  a  et  c  ont  nécessaire- 
ment le  même  signe,  et  f  ne  peut  représenter  que  des  nombres 
positifs  ou  des  nombres  négatifs,  suivant  que  a,  c  sont  positifs  ou 
négatifs.  Une  pareille  forme  dont  les  coefficients  extrêmes  sont 
positifs  est  dite  une  forme  positive,  une  forme  négative  lorsque  a 
et  c  sont  négatifs. 

Il  suffit  de  considérer  soit  les  unes  soit  les  autres,  car  ces  deux 
espèces  sont  bien  distinctes,  mais  elles  se  comportent  de  la  même 
manière. 

D'après  cela,  quand  on  établira  la  correspondance  entre  les  formes 
et  les  idéaux,  le  seul  cbangcmeut  à  introduire  sera  de  se  limiter 
d'avance  aux  formes  (I)  et  (111). 
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3'  Cas.  —  /t  (v  '»)  est  un  corps  réel,  tel  que  m  ^  i  ('i). 

Si  l'on  établit  la  cori-espondauce  entre  les  idéaux  et  les  formes, 
de  la  manière  précédentt',  on  arrive  à  des  résultats  qui  ne  s'accor- 
dent pas  avec  la  théorie  de  Gauss. 

Soit  A' (/m)  un  pareil  corps  réel,   on  peut  prendre  pour  base 

I,  (V)  = ^  et  dont  le  discriminant  d  =  m.  D'après  nos  con- 

Tentions  antérieures  on  attribuerait  à  un  idéal  ^  =  {a  -^  b^j))  une 
forme  comme  la  suivante 

f=x-  -h  .TV  H ^ — j«. 

Cette  forme  ne  répond,  pas  à  la  convention  fixée  par  Gauss  et 
par  les  autres  mathématiciens,  que  le  coefficient  moven  est  pair. 
Tandis  que  dans  le  premier  et  le  second  cas  le  déterminant  des  formes 

D  =  m  =  ,  r/,  on  aurait  ici 
4 

P^  1         I  —  m m 

le  déterminant  serait  fractionnaire. 

Des  raisons  historiques  justifient  le  désir  d'attribuer  à  des  idéaux 
du  corps  k{\/m)  des  formes  de  déterminant  m,  conformément  à  la 
théorie  de  Gauss. 

Auparavant  nous  ferons  une  remarque  sur  les  coefficients  d'une 
forme  de  déterminant  m  et  sur  les  nombres  représentés  par  une 
pareille  forme. 

Soit     • 

f  =  ax-  -f-  3  bxy  -t-  cy"^ , 

une  forme  quadratique,  telle  que 

D  =  6-  —  ac  =  m  ^  I  (4), 

si  les  coefficients  a,  26,  c  n'ont  pas  de  diviseur  commun,  en  parti- 
culier le  facteur  2,  /ne  peut  représenter  aucun  nombre  simplement 
pair,  c'est-à-dire  un  nombre  qui  contient  le  facteur  2  et  ne  contient 
pas  le  facteur  4..  car  si  a  est  impair  on  a 

ay=:  [ax  -+-  br)-  —  mv". 
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on  en  conclut  que  a  .f,  et  pnr  suitey  est  impair,  ou  qu'il  est  divi- 
sible au  moins  par  !\.  Ln  nombre  simplement  pair  ne  peut  donc 
être  représenté  par  une  forme  telle  que  /,  que  si  a,  ib,  c  sont 
divisibles  par  :>'. 

Lorsque  D  ^  i  (  'i)  et  que  D  ne  contient  pas  de  l'acteur  au  carré, 
et  dans  ce  cas-là  seulement,  il  existe,  outre  les  formes  proprement 
primitives,  des  formes  dont  les  coefficients  a,  2b,  c  sont  divisibles 
par  2'  et   non  par  d'autres  nond)rcs,  par  exemple 

ij  =  2X^  -h  2.ry  -f-  2  y-, 

Gauss  dénomme  les  formes  dont  tous  les  coefficients  n'ont 
d'autre  diviseur  commun  que  2',  des  formes  improprement  primi- 
tives de  déterminant  D  =  m.  Comme  aucune  substitution  ne 
transforme  une  forme  improprement  primitive  en  une  forme  pro- 
prement primitive,  il  faut  distinguer  ici  les  deux  espèces  de  formes. 

Tout  d'abord  on  peut  attribuer  pur  dcfinilion  à  l'idéal  \>,  non 
pas  la  forme/,  mais  d'autres  formes,  par  exemple  la  forme  impro- 
prement primitive 

ay  =  3x^  -h  aa'v  -+-  2  — ^ —  y-, 

et  aussi  les  formes  proprement  primitives,  dont  le  coefficient  moyen 
est  pair,  qui  résultent  de  /  (et  des  formes  analogues  à  /,  formes 
analogues  étant  construites  comme  dans  les  exemples  précédents) 
par  une  substitution  de  déterminant  2,  qui  ne  sont  ni  équivalentes 
entre  elles  ni  à  2/. 
Les  substitutions 

^X  =  X,  (^x  =  —2y,  ,ç,,         ^Xr=X,    ^-2J. 

'  j  =  2  V,        "•  '     (y  =:c,  '     ly  =  —  ^r 

jiermettent  de  déduire  ces  dernières  formes  de  /. 

En  les  joignant  à  2/ on  obtient  ainsi  quatre  formes,  on  ne  con- 
servera, comme  représentant  d'une  catégorie  de  formes,  que  celles 
qui  ne  sont  pas  équivalentes  entre  elles. 

On  obtient  delà  même  manière  pour  tous  les  idéaux,  principaux 
et  non  principaux,  une  série  de  formes,  dont  le  coefficient  moyen 
est  pair  et  dont  le  déterminant  est  m. 
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Rcmanjiic.  —  Nous  ne  démontrerons  pas  (ce  serait  facile  de  le 
faire)  que  toute  substitution  de  déterminant  2  se  déduit  de  l'une 
des  substitutions  précédentes  de  déterminant  2,  suivie  d'une 
substitution  unité. 

Car  soit 

X  =  i\x*  -h  s,y*,  V  =  f^x*  -h  nj* 

une  substitution  telle  que 

r^u^  —  s^t^  ^3  et         X*  =  l'X^  +  sv,.  y*  =  ix,  -+-  uy^, 

une  substitution  telle  que  m  —  s/  =  i,  la  substitution  résultante 

X  =  {r^r  -+-  s^t)x^  h-  i\s  -t-  SjU)r, 
y  =--  (/,'•  -+-  «,/)a:,  H-  {t^s  H-«,«)r,, 

est  une  substitution  de  déterminant  2. 
Réciproquement  soit 

X  =  l\x^  -h  Sv,,  )'  =  Tx,  -t-  Yj,. 

une  substitution  quelconque  de  déterminant  2. 

On  peut  délerminer  des  entiers  /',  s,  t,  11  avec  ni  —  si  =  i,  et 
tels  que 

R  =  r\r  -+-  s,/,  etc., 

où  r,,  s^,  /,,  a,  sont  des  cocfilcients  des  substitutions  (A),  (B) 
ou  (G). 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  cette  méthode. 

Il  est  plus  utile,  en  effet,  de  partir  de  l'anneau  r(\,'m)  du  corps 
/v(v^m)  pour  établir  les  formes  proprement  et  improprement  primi- 
tives, le  dernier  cas  présente  alors  peu  de  différence  avec  les  deux 
premiers. 

Soit  p  =  (a  -+-  bfji)  un  idéal  principal  du  corps,  on  considérera 

(2)  ^  =  (2a  -+-  afcw), 
et  on  lui  fera  correspondre  les  formes  improprement  primitives 

(I)  /=  2x-  +  2rrj  +  2  — ^—  J   . 

(II)  /=  —  2x'"  —  2xy  —  2  ^  ~/^  y\ 
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Si  de  i»lus  p  =  {a  -h  h  \^m)  est  un  idéal  princi[>al  de  l'anneau 
r(v'm),  on  lui  fera  correspondre  les  formos  proprement  primitives 

(I«)  f=x'  —  my-, 

(II.,)  f=  —  :r^.^myK 

Ûii  lait  ensuite  les  mêmes  considérations  que  dans  le  i"  cas.  On 
voit  d'abord  que  les  formes  I  et  II  sont  ambiges,  elles  ne  changent 
pas  t^i  on  fait 

X  =  —  X^  —  Yi,  v=Vi. 

D'une  façon  générale,  une  forme  imj)rfiprcmcnt  primitive  n'esl 
jamais  équivalente  à  une  forme  ()ropremcnl  primitive,  on  le  constate 
en  faisant  une  substitution  unité. 

Autrement  dit  les  formes  I  et  II  correspondent  à  l'idéal  (2,  aoj) 
du  corps,  les  autres  à  l'idéal  (i ,  \/in)  de  l'anneau  ri'^^m). 

Soit  \>  un  idéal  premier  quelconque  du  corps  premier  avec  (2), 
et  on  attribue  aux  idéaux  (2)V,  (2)^'  quatre  formes  improprement 
primitives,  et  aux  idéau.\  d'anneaux  réguliers  p,,  \>r'  correspon- 
dants on  attribue  quatre  formes  proprement  primitives,  exacte- 
ment comme  dans  les  cas  précédents. 

On  étudie  chacun  de  ces  groupes  de  quatre  séries  comme  on  l'a 
fait  précédemment,  l'introduction  des  deux  espèces  de  formes  pri- 
mitives constitue  la  dilTércncc  essentielle. 

Enfin  le 

/^e  Qfjg  —  Où  /.(v^'m)  est  un  corps  imaginaire,  et  m  ^  i  (/j)  ne 
se  distingue  du  précédent,  qu'en  ce  que  dès  l'abord  on  peut  se  con- 
tenter d'étudier  soit  les  formes  positives,  soit  les  formes  négatives 
de  déterminant  D  =  /». 

37.  —  La  multiplication  des  idéaux  et  la  composition  des 
formes.  —  Nous  avons  défini  la  correspondance  entre  les  idéaux 
et  les  formes,  et  réciproquement,  c'est  là  la  base  de  la  théorie  des 
formes  quadratiques.  11  nous  faut  savoir  maintenant  quels  sont  les 
rapports  entre  les  classes  d'idéaux  et  les  classes  de  formes. 

Us  dépendent  de  la  question  suivante  : 

Comment  appliquerons-nous  la  multiplication  des  idéaux  à  des 
opérations  sur  les  formes!' 

Ici  encore  il  faudrait  distinguer  les   deux   cas  m  ^  i  (4)  et 
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m  ^  I  (4).  >ous  ne  traiterons  que  m  ^  i>,  m  ^  3,  ('1)  laissant  au 
lecteur  le  soin  d'étudier  le  second. 

Soient  ?>  et  q  deux  idéaux  premiers  différents,  équivalents  ou  non 

du  corps  A(//)i),  et  soit 

^  =  [p.  b  -h  \'in),  rt  =  (7.  b^  -+-  \'in), 

le  produit  pc\  est  encore  un  idéal  du  corps,  que  l'on  peut  écrire 

Le  nombre  entier  B  -h  v//;i  appartient  à  l'idéal  v  et  à  l'idéal  (J, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  deux  entiers  ii  et  r  tels  que 

pu  -^  b  ^  ]^,         qv  -h  />!  =  B, 

et  l'on  peut  prendre  p,  B  -1-  \^in  comme  nombres  de  base  de  v» 
et  7,  B  v^ôî  comme  nombres  de  base  de  q,  par  suite,  les  formes 
attribuées  à  V,  tï,  Vî  sont 

(i)  /=  P'-ï;'  +  2BX)'  H ^ j-, 

(2)  ^  r=  qx-  -h  2  Ba;v  H j^^  y-, 

(3)  F  =  p7X-^H-2BXY  +  ^^-'"Y^ 

Ces  trois  formes  sont  entre  elles,  dans  un  rapport  remarquable- 
ment simple,  comme  nous  allons  le  montrer. 

En  effet,  comme px  ■+-  (B  +  ^'m)y  est  un  nombre  de  l'idéal  p, 
et  que  -yx,  +  (B  -H  v'm)y  et  py\  -+-  (B  v'm)  Y  sont  des  nombres  de 
l'idéal  (^  et  de  l'idéal  \>c\,  le  théorème  relatif  à  la  multiplication  des 
idéaux  nous  apprend  que 

[px  -h  (B  -f-  \'in)y\  [qx^  -h  (B  -h  \^m)r]=pq\  -h  (B  +  v^m)Y. 

d'oii 


\    X  r=  xar, 
On  peut  donc  dire  que  la  forme  F  se  transforme  en  le  produit 
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des  deux  formes /et /,,  par  la  suhslitulion  (1).   Réciproquement, 
le  produit^,  égale  F,  lorsqu'on  lie  x,  et  y,,  par  les  relations  {!). 
Si  l'on  attribuait  directement  aux  idéaux  p  cl  q  les  formes 

o  z=  nx'*  -I-  nbxy'  H v'^ 

F  peut  encore  être  considéré  comme  le  produit  de  ç  et  de  o,.  En 
cITet  'S-  est  équivalent  à/,  et  Ç),  est  équivalent  à  /,,  et  on  voit  que 
notre  proposition  est  vraie,  en  faisant  dans  (1) 

X  =  x'  -+-  uy' .         Xi  =  Xi   -+-  l'v,', 
r  =  v',  Vi  =  v,'. 

dauss  a  introduit  le  mot  de  composition  des  formes.  La  forme  F 
esl  dite  composée  des  formes /et/,,  on  l'écrit  symboliquement 

La  composition  reste  évidemment  la  même  lorsque  V  et  (t  sont 
deux  idéaux  ambiges  premiers  différents.  On  voit,  de  plus,  ce  qui 
se  passe  pour  les  formes  attribuées  aux  idéaux  p  et  pK  Soit  p  un 
idéal  premier  qui  ne  divise  pas  (2) 

|)  =  (/;.  B  -+-  v'm).        p-  =  (p\  B  -I-  \'m), 

soit  alors 

.  .,  r,  B^  —  m    , 

f  =  px-  4-  2  iiXY  -r- y  < 

J  i  ^  P         " 

F3=/>^X^-4-2BXY  +  ^--/-. 

les  formes  qui  leur  correspondent,  on  voit  que  l'on  peut  poser 
F  =/^  si  X,  Y  et  ic,  y  sont  liés  par 

Y  =  2/).rv  H-  2  By-. 

On  dit  alors  que  la  forme  F  est  composée  avec  elle-même,  et  en 
comparant  les  substitutions  (2)  et  (2/),  que  le  cas  particulier  peut 
se  déduire  du  cas  général. 
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Une  telle  composition  n'est  impossible  que  si  p  divise  (2),  par 
contre,  si  p  est  un  idéal  ambige  premier  avec  (2),  on  peut  écrire 

par  suite 

f=pxi  —  --y-, 

F  =  X2  —  mY2, 
et  on  a  F  =  /"-  pour 

\=px--i---y\ 

Y  =  2xy. 

Reste  à  savoir  comment  l'on  peut  composer  deux  formes  qui 
correspondent  à  deux  idéaux  quelconques  |  et  j'  du  corps, 

j  =  (a,  6  +  c  \/m), 

Nous  admettrons  d'abord  que  ces  idéaux  ne  sont  divisibles  par 
aucun  idéal  principal,  de  sorte  que  les  formes  correspondantes 
n'aient  pas  de  facteur  commun.  Il  faut  alors  que  a,  b,  c  soient  pre- 
miers dans  leur  ensemble,  ainsi  que  a^,  61,  c^. 

On  peut  alors  mettre  les  idéaux  sous  la  forme 

j  =  (a,  6  H-  v/m),        il  :=  (oj,  b^  -h  \/m), 
jjj  =  (aaj,  aj6  +  «j  v/'",      ab^-ha\^m,      bb^  +  m  -{-  [b  -^  b^)\/m,  ...), 

et  l'on  pourra  choisir  une  base 

aa^,         B  +  \^in, 
c'est-à-dire 

si  a,  ai,  6  +  6,  n'ont  pas  de  facteur  commun.  Nous  supposerons 
que  cette  condition  est  remplie. 
On  peut  alors  poser 

j  =  (a,  B  -+-  s/m),        j,  =  («j,  B  -+-  ^/m), 

Sommer.  —  Théorie  des  nombres.  i5 
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car  il  existe  deux  cnliers  ii  et  r,  tels  que 

H  r=  au  -\-  b  =  a^v  -+-  h^. 
faisons  correspondre  ù  j,  |,  et  jj,  les  formes 

J=ax-  ^  1  B.rj  H ^ —  y\ 

/,  =  a^x\  +  2Bx,v,  H ^ y\, 

F  =  aars}  +  2BXY  -h  ?l::i^  X\ 

F  peut  encore  être  représenté  comme  le  produit  de  /et  de/,,  car 
d'après  la  multiplication  des  idéaux 

{ax  +  Bj  +  V^'n  v]  /',3-,  H-  Bv,  +  \'my^  =  aa^X  -4-  (B  -+-  v''n)Y, 
d'où 
.    .  \    Xz=xx^ rr.. 


Si  l'on  remplace  X  et  Y  par  ces  valeurs  dans  F,  on  obtient  le 
produit//",. 

Si  l'on  attribue  aux  idéaux  j  et  j,,  au  lieu  de /et  de/,,  les  formes 

c  =  ax'-  +  2  bx'y'  H v'^ 

!■■>  III  l^i    "î  10 

o    z=  a  T    -  — r-  0  b  T    v     -4-  -' V    * 

"l 

correspoiulant  aux  représentations  piimilives  j  =  ((/,  h  -h  v/"») 
et  I,  =  (a,,  6,  +  \/m),  f  e.\.  ç;, /,  et  çi,  sont  équivalents,  et  on  voit 
comme  il  a  été  fait  pour  les  idéaux  premiers  V  et  ^^  que  F  peut 
être  représenté  comme  le  produit  de  o  et  de  c;,. 

Réunissant  tous  les  résultats  obtenus,  nous  voyons  que  deux 
formes  de  même  déterminant 

/  :^  ax-  -r  2  bxy  +  cy- 
/  =--  a^x\  -h  2fc,x,r,  -h  c,y\. 

peuvent  toujours  être  composées  en  une  forme  F,  de  même  déter- 
minant, lorsque  a,  a,,  6  -t-  6,  n'ont  pas  de  diviseur  commun. 
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Une  remarque  s'impose,  non  seulement  la  forme  F,  mais  toute 
forme  équivalente  F',  équivalente  à  F,  peut  être  composée  de/et 
de/. 

On  peut  inverser  ce  que  nous  avons  fait  et  dire,  si  la  forme  F 
est  composée  des  deux  formes  /et/,,  et  si  les  idéaux  ||,  corres- 
pondent à /et/,  l'idéal  correspondant  à  F  est  |j,. 

D'après  Gauss,  le  théorème  fondamental  de  la  composition  des 
formes  est  le  suivant  : 

Théorème.  —  Si  des  deux  formes /et/  on  peut  composer  la 
forme  F,  et  si  des  deux  formes  <z>  et  ç>,  on  peut  composer  <!',  /étant 
équivalent  à  ç,  /  à  ©,,  il  est  certain  que  F  est  équivalent  à  0. 

Démonslralion  :  Supposons  que  a  soit  représentable  par  /  et 
que  aj  le  soit  par  /,  ils  le  seront  aussi  respectivement  par  o  et  par 
(]p,.  QQi  peut  alors  être  représenté  à  la  fois  par  F  et  par  4>.  D'après  le 
théorème  qui  suit  (et  que  nous  plaçons  à  la  suite  de  celui-ci  pour 
des  raisons  d'ordre  pratique),  aux  formes  /  et  çî,  /  et  '_;,  corres- 
pondent des  idéaux  équivalents.  Soient  j  et  §  correspondant  à  /  et  ç), 
ji  et  §1  correspondant  à  /  et  (pj , 

et  par  suite 

Aux  idéaux  jj,  et  ^^,  correspondent  les  formes  F  et  <(>,  qui  sont 
proprement  équivalentes,  car  elles  peuvent  être  représentées  à  la 
fois  par  des  nombres  positifs  et  par  des  nombres  négatifs. 

Le  rapport  entre  la  composition  des  formes  el^la  multiplication 
des  idéaux,  nous  donne  comme  conséquence  la  plus  importante, 
le  rapport  entre  les  classes  de  formes  et  les  classes  d'idéaux,  comme 
il  ressort  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  j  et  |,  deux  idéaux  équivalents  du  corps 
k{^m),  n'ayant  ni  l'un  ni  l'autre  de  facteur  rationnel,  les  formes 
quadratiques,  qui,  par  définition,  correspondent  à  ces  idéaux, 
sont  aussi  équivalentes  deux  à  deux. 

Démonslralion  :  On  peut  tout  d'abord,  en  partant  de  la  compo- 
sition des  formes,  donner  une  autre  définition  de  l'équivalence  des 
formes.  Soient  les  deux  formes/et/,  que  l'on  peut  composer  avec 
la  même  forme  principale  ç  =  ic^  —  my-,  de  telle  sorte  que  les 
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deux  formes  F  =/.  ç;  et  F,  =/•  9  soient  équivalentes  ou  égales, 
les  formes  y  et/,  sont  également  équivalentes,  et  réciproquement. 
Car  alors  tout  nombre  qui  est  représenlablc  par /l'est  aussi  par/,, 
tout  en  appartenant  à  la  même  racine  de  la  congruence. 

i  et  j,  étant  équivalents,  il  existe  deux  entiers  du  corps  a  et  |3, 
tels  que 

Si  donc  on  fait  correspondre  à  l'idéal  principal  (a)  la  forme  çj, 
et  à  l'idéal  (j3)  la  forme  ±  o,  et  si/  /,  F  sont  les  formes  qui 
correspondent  à  j,  j,  et  à  (a)  j  =  {['  j,,  on  a  nécessairement 

Et  en  effet,  les  formes  ç,  /  d'une  part,  ±  ç,  /  d'autre  part, 
peuvent  être  composées  d'après  la  règle  générale,  le  coefficient  a, 
de  o  étant  égal  à  i.  De  l'équation  ç/ =  z±:  ç/  il  résulte  que /et 
dr/i  sont  équivalentes,  c'est-à-dire  que  les  quatre  formes  attribuées 
à  j  et  I,  sont  équivalentes  deux  à  deux. 

D'autre  part,  à  deux  formes  équivalentes  /  et  /,  correspondent 
des  idéaux  j  et  j,,  tels  que 

î  ^  li- 

Ceci  montre  qu'au  nombre  fini  des  classes  d'idéaux  du  corps 
^•(v'/»)  correspond  un  nombre  fini  de  formes  quadratiques  de  déter- 
minant m.  Le  nombre  de  ces  dernières  est  au  moins  égal,  en  géné- 
ral supérieur,  et  au  plus  égal  à  quatre  fois  le  nombre  des  classes 
d'idéaux. 

A  une  classe  d'idéaux  ambiges  correspond  toujours  une  classe 
de  formes  avec  des  formes  ambiges.  En  appliquant  aux  formes 
quadratiques  le  tliéorème  de  MinkoAvski,  qui  permet  la  détermina- 
tion pratique  du  nombre  h  des  classes  d'idéaux,  on  verrait  que  : 
Dans  toute  classe  de  forme  de  déterminant  D  =  m  il  y  a  au  moins 
une  forme  quadratique  dont  les  coefficients  satisfont  à 

\b\^\\'ml         Ifl|<2h'ml.  lal>|c|. 

Gauss  a  donné  le  nom  de  formes  réduites  aux  formes  dont  les 
coefficients  satisfont  à  ces  inégalités. 

Les  unités  d'un  corps  jouent  un  rôle  particulièrement  important 
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dans  les  formes  quadratiques  ;  elles  fournissent  toutes  les  transfor- 
mations propres  ou  impropres  d'une  forme  en  elle-même,  et,  de 
plus,  toutes  les  transformations  d'une  forme  /  en  une  forme/,, 
lorsqu'on  connaît  une  transformation  qui  fait  passer  de/ à/,.  Pour 
s'en  rendre  compte,  il  suffit  de  se  rappeler  la  constitution  d'une 
forme  comme  norme  de 

ax  -h  {b  -h  y  m)  y, 

et  de  multiplier  cette  expression  par  £",  on  obtient  les  formules  de 
transformations  cherchées. 

La  représentation  d'un  nombre  par  une  forme  est  parallèle  à  la 
décomposition  du  nombre  dans  le  corps. 

Nous  ne  poursuivrons  pas  les  analogies  entre  la  théorie  des 
idéaux  et  la  théorie  des  formes.  Il  est  évident  que  toutes  les  notions 
de  multiplication  des  classes,  répartition  des  classes  en  genres, 
système  des  caractères  d'un  genre,  etc.  s'appliquent. 

Nous  ne  ferons  plus  qu'une  remarque  relative  à  la  composition 
des  formes  improprement  primitives,  dont  le  déterminant  D  ^  i  (4), 
on  divise  les  coeiïicients  par  2,  on  compose  les  formes  et  on  double 
les  coefficients  de  la  forme  ainsi  obtenue. 

38.  —  La  représentation  géométrique  des  idéaux.  —  La 

théorie  des  idéaux,  que  nous  avons  développée  par  des  voies  pure- 
ment arithmétiques,  offre  des  résultats  géométriques  très  intéressants. 
En  effet,  on  peut  représenter  les  idéaux  d'un  corps  par  des  images 
géométriques,  qui  ont  une  grande  importance  en  minéralogie,  par- 
ticulièrement en  cristallographie,  et  qui  même  y  sont  nécessaires. 
Dans  ce  paragraphe  nous  exposerons  les  principes  de  ces  considé- 
rations géométriques,  car  son  application  aux  résultats  obtenus  est 
déjà  fort  élégante  en  elle-même,  de  plus,  elle  nous  fera  voir,  sous 
un  jour  nouveau,  certains  faits  déjà  acquis,  et  elle  justifiera  l'étude 
approfondie  du  corps  quadratique  (qui  d'ailleurs  n'est  qu'un  cas 
particulier  d'une  théorie  générale).  Ceux  qui  pensent  géométri- 
quement prendront  plaisir  à  cette  nouvelle  conception  des  résultats 
et  des  méthodes  arithmétiques,  sans  oublier  que  la  recherche  des 
analogies  est  toujours  un  excellent  principe  d'étude  scientifique. 

Comme  dans  les  démonstrations  arithmétiques,  nous  trouverons 
une  grande  différence  entre  les  corps  réels  et  les  corps  imaginaires. 
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Nous  les  étudierons  donc  scparémenf,  et  nous  commencerons  par 
les  corps  imaginaires. 

Le  lecteur  est  prié  de  faire  de  nombreuses  figures. 

Nous  nous  en  tiendrons  d'abord  à  un  exemple  numérique  typique 
pour  tous  les  corps  imaginaires,  et  dont  le  nombre  fondamental 
m  ^  I  (4)-  Nous  considérerons  un  corps  que  nous  avons  déjà  traité 
souvent  k{^^—  5),  pour  lequel  le  nombre  des  classes  h  =  2. 

Choisissons  deux  axes  de  coordonnées,  et  ado[)tons  la  représenta- 
tion des  imaginaires  d'après  Gauss.  Tout  entier  du  corps 
a  -h  6v/ —  5  est  représenté  par  un  point  dont  l'abscisse  est  a,  l'or- 
donnée b\/b. 

On  peut  prendre  i  comme  unité  de  longueur  sur  Ox,  et  \/b  comme 
unité  de  longueur  sur  Oy,  les  nombres  entiers  du  corps  sont  alors 
représentés  par  les  points  dont  les  coordonnées  sont  mesurées  par 
des  entiers,  ou  encore,  comme  l'on  dit,  parles  «  points  entiers  »  (*). 
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La  figure  formée  par  l'ensemble  de  ces  points  (sans  les  droites 
qui  les  joignent),  s'appelle  un  réseau  régulier  de  points  (Punkt- 
gitter)  (^),  et  un  de  ces  points  est  dit  un  sommet  (ou  un  point)  du 
réseau  (Gitterpunkt)  (^). 


(*)  Nous  exciuerons  le  point  à  l'infini. 

(2)  Gauss  le  i^''  a  signalé  cette  représentation  géométrique  (Ces.  W.,  t.  II), 
puis  Lejeune-Dirichlet  (Ces.  W.,  t.  II,  p.  21,  p.  ag). 

(')  Klein  a  traité  ces  questions  en  ce  qui  concerne  leurs  applications,  Autogr. 
Vorlesungen. 


APPLICATIONS    DE    LA    THEORIE    DU    CORPS    QUADUAIIQIE 


23l 


Considérons  un  double  système  de  parallèles,  tel  que  tout  som- 
met soit  l'intersection  de  deux  parallèles,  et  que  deux  parallèles 
voisines  soient  toujours  équidistantcs,  nous  dirons  que  nous  avons 
forme  un  réseau  de  parallèles. 

Dans  l'exemple  précédent,  les  parallèles  aux  axes  forment  un 
réseau  de  parallèles  rectangulaires,  et  tel  que  les  distances  soient  i 
et  v'o. 

Dans  ce  qui  suit,  il  ne  s'agira  que  de  réseaux  de  points  et  de 
réseaux  de  parallèles,  nous  ne  commettrons  aucune  confusion  en 
employant  simplement  le  mot  réseau  lorsqu'il  s'agira  des  derniers. 

Un  de  ces  réseaux  partage  le  plan  en  une  infinité  de  parallélo- 
grammes. Nous  appellerons pa/'aZ/eVo^ramme  élémentaire  ou  maille 


du  réseau,  un  parallélogramme  qui  ne  contient  aucun  point  à  l'in- 
térieur de  son  aire.  Les  mailles  recouvrent  tout  le  plan  sans  discon- 
tinuité. Un  réseau  est  parfaitement  déterminé  par  une  maille  don- 
née, en  grandeur  et  en  position.  On  a  tout  d'abord  : 

Théorème.  —  On  peut  faire  passer  une  infinité  de  réseaux  de 
parallèles  par  le  réseau  des  points  entiers. 

Démonstration  :  (Fig.  2).  On  part  d'un  sommet  A,  et  on  choisit 
deux  autres  sommets  B  et  G,  tel  qu'il  n'y  ait  pas  d'autre  point  du 
réseau  à  l'intérieur  du  triangle  ABC,  ni  sur  ses  côtés.  Ce  choix 
peut  être  fixé  d'une  infinité  de  manières.  Si  l'on  a  choisi  B,  tel  que 
sur  AB  il  n'y  ait  pas  d'autre  point  du  réseau,  la  ligne  qui  porte  ce 
segment  AB,  contient  une  infinité  d'autres  points,  tels  que  deux 
points  voisins  soient  toujours  distants  de  AB,  et  en  même  temps  la 
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ligno  \B  parlage  le  réseau  de  points  en  deux  parties,  l'une  à  gauche 
de  A 15,  l'autre  à  droite.  Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  répartir 
tous  les  points  du  réseau  sur  un  système  de  parallèles  à  AB,  équidis- 
lanlcs  entre  elles,  chacune  de  ces  lignes  portant  une  infinité  de  points 
distants  entre  eux  de  AB.  Sur  la  parallèle  voisine  de  AB,  choisissons 
deux  points  voisins  quelconques  CD,  comme  AB  =  CD,  la  figure 
ABCD  est  un  parallélogramme  qui,  par  sa  construction  m«^me,  ne 
peut  contenir  aucun  point  du  réseau,  ni  sur  ses  côtés,  ni  à  l'inté- 
rieur. Donnons  à  ce  parallélogramme  une  série  de  translations, 
AB,  puis  BA,  on  obtient  consécutivement  tous  les  points  du  réseau 
situés  sur  AB  et  sur  CD,  et  la  bande  située  entre  ces  deux  droites 
est  partagée  en  parallélogrammes.  Donnons  ensuite  à  cette  bande 
une  suite  de  translations  AC  et  CA,  nous  couvrirons  tout  le  plan 
de  parallélogrammes  sans  aucune  lacune,  et  les  sommets  ABCD, 
de  tous  ces  parallélogrammes,  coïncident  avec  des  points  du 
réseau. 

On  voit  de  plus  que  ces  parallélogrammes  peuvent  se  déduire  les 
uns  des  autres  par  des  translations  parallèles  aux  axes,  et  mesurées 
par  des  nombres  entiers.  Aucun  de  ces  parallélogrammes  ne  peut 
contenir  un  point  du  réseau  sur  ses  côtés  ou  dans  son  aire.  Car  si 
A'B'C'D' contenait  un  point  P',  la  translation  qui  amène  A'B'C  D'  en 
ABCD  amènerait  P'  en  un  point  P,  situé  sur  les  côtés  ou  à  l'inté- 
rieur de  ce  dernier. 

Ces  translations  de  la  maille  ABCD  nous  fournissent  un  réseau 
de  droites  qui  contient  tous  les  points  du  réseau,  et  tel  que  par 
tous  les  points  du  réseau  il  ne  passe  une  parallèle  à  AB  et  une 
àAG. 

Nous  ajouterons  deux  remarques  : 

1.  On  obtiendrait  exactement  le  même  réseau  en  partant  d'un 
autre  point  que  A.  Tous  les  points  du  réseau  jouent  le  même  rôle, 
puisqu'on  peut  lui  donner  des  translations  telles  que  tout  point 
puisse  être  amené  en  A. 

2.  Une  maille  détermine  le  réseau  de  parallèles,  et  nous  fait  ob- 
tenir le  réseau  de  tous  les  points. 

L'expression  géométrique 

ABar,  H-  ACyj, 
^^  ^i>  ïi  sont  des  nombres  entiers,  nous  fournit  tous  les  points  du 
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réseau,  cela  revient  à  rapporter  ce  réseau  à  des  axes  obliques, 
Xi,  r,  sont  les  coordonnées  d'un  point,  les  unités  de  longueur  sur 
les  axes  étant  respectivement  AB  et  AG.  Mais  les  points  du  réseau 
ne  sont  que  les  images  des  nombres  entiers  du  corps,  et  le  résultat 
de  cette  analyse  géométrique  n'est  autre  chose  qu'un  théorème 
déjà  trouvé  entièrement  :  Dans  tout  corps,  on  peut  choisir  d'une 
infinité  de  manières  un  couple  de  nombres  w,,  «2,  tels  que 

^i^i  -+■  "^aJr 

OÙ  £c, ,  y,  sont  des  entiers  rationnels,  représente  tous  les  entiers  du 
corps.  Soient  ojj,  oi^  deux  nombres  de  base,  les  quatre  points  o,^,, 
Wa,  Wi  H-  W2  sont  les  sommets  d'une  maille,  oj,,  oj.,  nous  donnent 
les  axes  d'un  système  de  coordonnées  avec  les  longueurs  unités  de 
ce  système. 

Soient  w,*,  oj^*  deux  autres  nombres  de  base,  nous  avons  vu,  au 
début  de  ce  livre,  qu'on  a 

^    ^  l    Wj*  =  /(.Oj  H-  {IW2, 

OÙ  r,  s,  i,  a  sont  quatre  entiers  rationnels  satisfaisant  à 

ra  —  si  =  zjZ  I. 

Les  points  o,  u*,  fj^.*  déterminent  un  nouveau  système  de  coor- 
données, et  soient  x,  y  les  nouvelles  coordonnées  d'un  point  du 
système 

(xi*x  -\-  (M*y  =  {rx  +  ty)^i  +  {sx  +  «j)^,, 

la  transformation 

X  =^rx^  -\-  ty^ 
j  =  sa-j  +  uv, 

nous  permet  de  passer  de  l'un  des  systèmes  de  coordonnées  à 
l'autre. 

La  géométrie  projective  nous  apprend  que,  par  rapport  aux 
axes  AB,  AC,  la  transformation 

(S)  \  "'  =  ''"^  ^  '•'■ 

ru  —  s/  =  zb  I, 
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n'est  autre  chose  qu'une  transformation  homographique,  telle  qu'à 
toul  svslètne  de  droites  parallèles  corresponde  un  autre  système  de 
parallèles,  et  que  le  ra[)port  des  surfaces  correspondantes  est 
constant.  Tout  point,  autre  que  le  point  zéro,  est  transformé  en  un 
autre  point. 

Dans  la  théorie  des  transformations  linéaires,  la  transformation  S 
est  dite  corrélative  de  la  transformation  T,  qui  permet  de  passer 
d'une  base  à  une  autre.  On  a  donc  : 

Théorhiie.  —  La  transformation  (S)  transforme  analytiquement 
le  réseau  des  parallèles  w,,  oy,  en  le  réseau  r.i,*,  oj/. 

Deux  transformations  linéaires  successives  donnent  comme  résul- 
tante une  transformation  unique,  dont  le  déterminantes!  le  produit 
des  déterminants  des  deux  premières.  D'oii  tout  réseau  de  paral- 
lèles peut  être  déduit  du  réseau  rectangulaire,  ou  de  tout  autre,  par 
une  transformation  homographique  de  déterminant  zh  i. 

On  démontre  facilement,  à  l'aide  du  théorème  relatif  à  la  multi- 
plication des  déterminants,  que  l'aire  d'une  maille  est  toujours 
égale  à  \/ô,  c'est-à-dire  qu'elle  est  constante  pour  tous  les  réseaux. 

Géométriquement,  nous  voyons  que  le  passage  d'un  réseau  à 
un  autre  s'obtient  par  une  transformation  homographique. 

Les  cas  du  déterminant  -H  i  et  —  i  se  ramènent  l'un  à  l'autre, 
au  moyen  d'une  symétrie,  par  rapport  à  un  axe. 

Résumons  : 

Les  points  d'un  réseau  correspondent  aux  nombres  entiers  d'un 
corps,  dans  lequel  on  peut  insérer  une  infinité  de  réseaux  de  paral- 
lèles ayant  des  mailles  de  même  aire.  Tout  réseau  de  parallèles 
correspond  à  une  base  du  corps.  Deux  quelconques  de  ces  réseaux 
sont  reliés  analytiquement  par  une  transformation  homographique 
de  déterminant  ±  i,  qui  est  corrélative  de  la  transformation  qui 
relie  entre  elles  les  deux  couples  de  base  correspondante. 

Nous  entendons  par  somme,  différence,  produit  de  deux  points 
du  réseau,  ce  qu'on  convient  d'appeler  ainsi,  dans  la  représentation 
géométrique  des  imaginaires.  Il  en  résulte  alors  : 

1.  Le  produit  de  deux  points  du  réseau  est  un  point  du  réseau, 

2.  La  somme,  la  différence  de  deux  points  duréseau  est  un  point 
du  réseau. 

Soit  dès  lors  a  un  entier  du  corps,  l'idéal  principal  (a)  com- 
prend tous  les  entiers  du  corps  qui  sont  des  multiples  de  a. 
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Il  s'ensuit  que  nous  représenterons  géométriquement  l'idéal 
principal,  par  l'ensemble  des  points  du  réseau  qui  sont  divisibles 
par  a.  ou  encore,  par  l'ensemble  des  points  du  réseau,  obtenus  en 
multipliant  les  points  du  corps  par  a. 

Nous  allons  montrer  que  ces  points  forment  un  réseau  de  points. 
Nous  dirons  que  l'ensemble  des  points  du  corps  forme  le  réseau 


Fig.  3. 

fondamental,   nous  pourrons  dire  qu'à  l'idéal  (a)  correspond  un 
réseau  (a).  Voir  {fig.  3),  où  Ton  a  représenté 

(a)  =  (l  -t- v/5). 

Lorsqu'on  multiplie  par  y.  les  points  du  réseau  fondamental 
situés  sur  une  ligne  droite,  on  obtient  des  points  tous  situés  en 
ligne  droite. 

Car  soit  a  =  âe'"',  ;:  =  re'?  ou  (i  =  y/ —  i)  les  coordonnées  po- 
laires d'un  point  situé  sur  une  droite  satisfont  à 


r  cos  (o 


d, 


oh  â'  et  d  désignent  l'inclinaison  de  la  droite  sur  Ox,  et  d  la  dis- 
tance de  l'origine  à  la  droite. 
On  a  alors 


soit 


8i  =  0  -t-  a,  ^1  =  dâ. 
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on  volt  que  R  et  <I>  satisfont  à 

R  cos  (o,  —  *)  =  d^, 

c'est-à-dire  que  tous  les  points  o^,  sont  encore  en  ligne  droite,  car 
â't  et  f/,  sont  des  constantes.  Il  en  résulte  de  plus,  que  des  droites 
parallèles  qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  r)  se  transforment 
en  droites  parallèles  correspondant  à  c?,.  La  forme  r,  =âre'^*  +  9) 
nous  apprend  que  la  multi[)licalion  par  le  nombre  a,  revient  à  faire 
tourner  tout  rayon  vecteur  parti  de  l'origine  d'un  angle  a,  et  que 
ce  vecteur  est  remplacé  par  un  vecteur  proportionnel,  dans  le  rap- 

(ir        _ 
port  —  =  a.  Toute  figure  est  donc  transformée  en  une  figure  sem- 
blable. 

L'idéal  (a)  s'obtient  en  multipliant  par  a  l'idéal  (i  ),  le  réseau 
(a)  est  donc  un  réseau  semblable  au  réseau  fondamental. 

La  maille  du  réseau  fondamental  de  sommets  o,  i ,  i  -+-  \/ —  5, 
v/ —  5  a  pour  homologue  la  maille  de  sommets  o,  7.,  a  -+-  a  v^ —  5 
et  a  /^^5 . 

Le  rectangle  qui  est  semblable  à  la  maille  du  réseau  fondamen- 
tal, ne  peut  contenir  d'autre  point  du  réseau  (a).  D'où  : 

Théorème.  —  A  tout  idéal  principal  (a),  déterminé  par  le 
nombre  a  =  Tie'^,  correspond  un  réseau  de  points,  semblable  au 
réseau  fondamental,  et  qui  se  déduit  de  celui-ci  par  une  rotation 
d'angle  0-  et  une  homothétie,  dont  le  rapport  est  â  :  i. 

Il  en  résulte  que  les  réseaux  correspondants  à  tous  les  idéaux 
principaux  sont  semblables. 

Au  point  de  \ue  analytique,  on  voit  que  les  points  du  réseau  (a) 
résultent  du  réseau  fondamental  par  une  transformation  homogra- 
phique. 

Soit  a.  =  a  -T-  b  \/ —  5,  et  soit  x  -\-  y  \f —  5  un  point  du  réseau 
fondamental,  X  -t-  Y  \' —  5  son  homographique  dans  (a),  on  a 

\  =  ax  —  56v, 
X  z=  hx  -k-  flv, 

le  déterminant  de  la  transformation  est  a-  -ir-oh-  ^71^.  On  peut 
inscrire  une  infinité  de  réseaux  de  parallèles  dans  le  réseau  (a),  se 
déduisant  l'un  de  l'autre  par  une  transformation  homographique 
de  déterminant  ±  i ,  comme  il  a  été  fait  pour  le  réseau  fondamental. 
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On  peut  attribuer  à  chaque  base  de  l'idéal  (a)  un  parallélogramme 
élémentaire  ;  par  exemple,  à  a,  a  ^ —  5  nous  attribuerons  le 
parallélogramme  dont  les  sommets  sont  o,  a,  a  ^ —  5,  a.  +  a  \J —  5. 

Aux  différentes  bases  correspondent  les  différents  réseaux  de  pa- 
rallèles, et  la  façon  dont  on  passe  d'un  couple  de  base  à  un  autre, 
nous  montre  encore  que  ces  réseaux  s'obtiennent  par  des  transfor- 
mations homographiqucs.  D'où  : 

Théorème.  —  On  peut  inscrire  une  infinité  de  réseaux  de  paral- 
lèles dans  un  réseau  de  points  (a),  chaque  base  de  l'idéal  définit 
un  de  ces  réseaux  de  parallèles.  Deux  quelconques  de  ces  réseaux 
sont  homographiqucs,  le  déterminant  de  la  transformation  étant 
égal  à  zh  I,  et  la  transformation  elle-même  est  corrélative  de  celle 
qui  relie  les  deux  couples  de  nombres  de  base.  Tous  ces  réseaux 
de  parallèles  ont  des  mailles  de  même  aire. 

Remarque  :  Lorsqu'on  établit  les  formules  de  transformation 
qui  permettent  de  passer  d'un  réseau  de  parallèles  de  (a)  à  un 
autre,  on  prend  des  axes  obliques,  parallèles  aux  droites  de  l'un  des 
réseaux.  On  pourrait  aussi  rapporter  ces  formules  aux  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  primitifs.  On  aurait  alors  des  formules 
de  transformation,  dont  les  coefficients  seraient  nécessairement 
rationnels,  mais  qui  pourraient  être  fractionnaires,  le  déterminant 
serait  toujours  zt  i. 

Ceci  n'a  pas  d'importance,  car  le  but  poursuivi,  seul  détermine 
le  choix  des  unités  de  longueur  et  les  axes  de  coordonnées. 

Toute  maille  d'un  réseau  contient,  outre  ses  quatre  sommets,  un 
certain  nombre  d'autres  points  du  réseau  fondamental,  à  l'intérieur 
ou  sur  les  côtés.  Nous  considérerons  comme  appartenant  à  une 
maille  :  i.  Un  sommet  de  la  maille  (de  telle  sorte  que  tout  sommet 
n'appartienne  qu'à  une  seule  maille)  ;  2.  Les  points  situés  sur  les 
côtés,  se  coupant  au  sommet,  et  qui  ne  sont  pas  des  sommets  ; 
3.  Les  points  situés  à  l'intérieur  de  la  maille.  Ceci  posé,  détermi- 
nons le  nombre  des  points  qui  appartiennent  à  une  maille  (a)  du 
réseau.  Tout  d'abord,  on  reconnaît  que  toutes  les  mailles  d'un 
même  réseau  contiennent  le  même  nombre  de  points  du  réseau 
fondamental.  De  plus,  comme  les  mailles  de  deux  réseaux  diffé- 
rents s'obtiennent  par  une  transformation  homographique,  qui  a  la 
propriété  de  faire  correspondre  à  un  point  intérieur  d'une  maille, 
un  point  intérieur  de  l'autre,  on  voit  que  deux  mailles,  appartenant 
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à  des  réseaux  diiTércnls,  contiennent  le  njcnie  nombre  de  points 
entiers.  Pour  délerniiner  le  nombre  de  ces  points,  prenons  une 
maille  quelconque  ;  choisissons  celle  qui  appartient  à  la  base  nor- 
male. 

Soit  r/_  =  a  -\-  b  y —  5,  admettons  que  a  et  6  aient  /  pour  p.  g. 

a^  -h  ôb-  ,  - 

c.  d.,  la  base  normale  est  — . ,  a,  -h  t  y —  5,  ou  a,  est  un 

multiple  de  /,  cette  maille  a  un  de  ses  côtés  situés  sur  Ox,  elle 

contient  y —  points  du   système  fondamental,  tandis  que  le 

côté  déterminé  par  a,  -h  /  \/ —  5  en  contient  /.  et  l;i  maille  contient 
en  tout  n{7.)  =  a-  -i-  56-  points  du  réseau  fondamental  ;  ces  points 
forment  un  système  complet  de  nombres  incongrus,  suivant  le 
module  (a). 

Théorème.  —  Lorsqu'on  inscrit  un  réseau  de  parallèles  dans  le 
réseau  de  points  (a),  chaque  maille  contient  n(a),  sommets  du 
réseau  fondamental,  et  ces  sommets  forment  un  système  complet 
de  nombres  incongrus  du  corps,  suivant  le  module  (a). 

Ce  qui  précède  nous  permet  d'abréger  ce  qui  va  suivre. 

Nous  ferons  correspondre  à  un  idéal  non  principal 

j  =  (a,  ^,  Y,  ...  >.,^+  >',?  +  A^Y,  ...), 

le  réseau  des  points  a,  ^'i,  y,  ....  On  peut  représenter  l'idéal  j  par 
une  base  (i'i,  l'i,  yii  -+-  xii),  où  x,  y  parcourent  tous  les  entiers 
rationnels  de  —  ce  à  H-  oc  .  Il  en  résulte  que  l'on  peut  inscrire 
dans  le  réseau  de  points  |,  un  réseau  de  parallèles,  dont  la  maille 
est  déterminée  par  les  points  o,  /, .  i.,,  /,  4-  Z^-  A  toute  autre  base 
de  i  correspond  un  réseau  de  parallèles  inscrit  dans  le  réseau  de 
points,  et  ces  réseaux  sont  homographiques  lun  de  l'autre,  les 
mailles  de  tous  ces  réseaux  ayant  même  aire. 

Le  nombre  des  points  du  réseau  fondamental,  contenus  à  l'inté- 
rieur d'une  maille  d'un  pareil  réseau,  est  égal  à  la  norme  de 
l'idéal  n{\),  et  les  nombres  représentés  par  ces  points  forment  un 
système  complet  de  nombres  incongrus  du  corps,  suivant  le  mo- 
dule  (j). 

Soient  j  et  j,  deux  idéaux  non  principaux  de  la  même  classe 
d'idéaux,  comment  les  deux  réseaux  correspondants  se  déduisent- 
ils  l'un  de  l'autre. 
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D'après  la  définilion  de  l'cquivalcnce,  il  y  a  Jeux  nombres  a  el  j'S, 
tels  que 

Le  produit  (a)  j  n'est  autre  que  l'idéal  obtenu  en  multipliant  tous 
les  nombres  de  l'idéal  j  par  a.  Si  l'on  remarque  encore  que  a  peut 
s'écrire  a  =  ïïe'"^,  on  voit  que  le  réseau  de  points  j  est  transformé 
en  un  nouveau  réseau  de  points  (a)  j,  qui  se  déduit  du  premier  par 
une  relation  a  et  par  une  bomolhétie  a  :  i,  c'est-à-dire  qu'à  tout 
réseau  inscrit  dans  j  correspond  un  réseau  semblable  inscrit  dans 
(a)i.  De  même  le  réseau  {a^)i^  résulte  de  j,  par  une  similitude, 
c'est-à-dire  que  j  et  |i  sont  semblables. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  : 

Théorème.  —  Deux  idéaux  d'une  même  classe  sont  représentés 
géométriquement  par  des  réseaux  de  points  semblables.  Deux 
réseaux  de  parallèles,  inscrits  dans  ces  réseaux,  sont  liés  par  une 
transformation  homographique,  dont  le  déterminant  est 


±V/"('i) 


L'équivalence  de  deux  idéaux,  n'est  autre  chose  que  la  simili- 
tude de  leurs  réseaux  de  points,  ou  des  réseaux  de  parallèles  qui  y 
sont  inscrits. 

Le  produit  de  deux  idéaux  j  et  dej,  est  un  idéal  ji,,  que  l'on  peut 
considérer  comme  la  résultante  géométrique  des  deux  réseaux  de 
points  j  et  il-  Le  réseau  jj,  contient  tous  les  points  communs  aux 
deux  réseaux  j  et  |, . 

Lorsqu'on  réunit  tous  les  nombres  de  |  et  ji  pour  former  un  nou- 
vel idéal  S,  ce  dernier  est  le  plus  grand  commun  diviseur  idéal 
de  I  et  de  j,,  on  l'obtient  géométriquement  en  superposant  les  deux 
réseaux  |  et  j,. 

Les  théorèmes  établis  jusqu'ici  sont  tous  valables  pour  m  ^  i  (^). 

Dans  le  cas  oîi  m  ^  i  (/|),  les  entiers  du  corps  sont  a -h  b • 

Les  points  ou  sommets  du  réseau  fondamental  sont  formés  par  les 
points  entiers  d'un  système  de  coordonnées  obliques,  que  l'on 
choisit  en  sorte  que  l'origine  des  coordonnées  soit  au  point  zéro,  et 

les  points  unités  tombent  aux  points  i  et  -^  "^  ^"'  situés  sur  les 
axes. 
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Parmi  les  réseaux  de  parallèles  inscrits  dans  le  réseau  de  points 
formés  par  les  nombres  entiers  du  corps,  il  n'y  a  pas  de  réseau  dont 
la  maille  est  un  rectangle.  On  peut  choisir  comme  maille  d'un  des 
réseaux  un  losange,  c'est  le  losange 

I  H-  \Jm             I  —  ^m 
o, ,       I, 

2  2 

Dans  le  réseau  de  points  du  corps  k{\/ —  3),  les  unités  dilTérentcs 
de±  I  ont  une  signification  particulière,  elles  définissent  les  symé- 
tries de  ce  réseau,  dont  il  sera  parlé  plus  loin,  à  propos  des  corps 
réels.  D'ailleurs  tous  les  théorèmes  démontrésplus  haut  s'appliquent 
exactement  au  cas  du  corps  m  ^  i  (A). 

Le  théorème  arithmétique  sur  la  limite  finie  de  //,  nombre  des 
classes  du  corps  A- (y/m),  prend  la  forme  géométrique  suivante  : 

Théorème  (').  —  Les  réseaux  des  points  en  nombre  illimité,  que 
l'on  peut  choisir  dans  le  réseau  des  points  du  corps  k{y'm).  en 
réunissant  des  sous- groupes  de  ce  dernier,  se  répartissant  en  /t 
groupes  (ou  classes),  tels  que  tous  les  réseaux  d'un  même  groupe 
(classe),  ainsi  que  les  réseaux  de  parallèles  que  l'on  peut  y  inscrire 
soient  semblables  entre  eux. 

Les  réseaux  qui  appartiennent  à  une  même  classe,  et  ceux-là 
seulement,  forment  des  figures  semblables.  Ln  calcul  direct 
montre  que  l'aire  de  la  maille  du  réseau  correspondant  à  l'idéal  |  est 

égale  à  -  n(j)  \'[d'\  oh.\d\  est  la  valeur  absolue  du  discriminant  du 

corps. 

Le  théorème  de  Minko^vski  peut  alors  s'énoncer  : 

Théorème.  —  Dans  chacun  des  h  groupes  de  réseaux  semblables 

du  corps,  il  v  en  a  au  moins  un  dont  la  maille  est  ■<  — • 

Ce  théorème  nous  donne  un  moyen  de  construire  géométrique- 
ment les  réseaux  de  points. 

Quel  est  le  réseau  dont  la  maille  est  la  plus  simple,  ce  qui 
revient  à  dire,  quelle  est  la  base  la  plus  simple  d'un  idéal  :  on  peut 
considérer  comme  telle  la  base  normale.  On  pourra  alors  en  déduire 


(')  Voir  Klei>,  /.  c,  l.  II,  p.  1,4. 
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que  :  dans  tout  réseau  de  maille  <  '^''  on  peut  inscrire  un  paral- 
lélogramme élémentaire  dont  les  côtés  sont  <  ^/\dl  respect,  que 

La  représentation  géométrique  des  imaginaires,  et  la  correspon- 
dance SI  simple  entre  les  opéralions  géométriques  et  les  opérations 
arilhmeliques,  nous  a  permis  de  donner  une  interprétation  géomé- 
trique  très   simple  des   résultats  obtenus  dans  l'étude  des  corps 


ima'Mnaiies. 


La  raison  deja^simplicité  tient  de  ce  fait,  que  tout  nombre  com- 
plexe a  -h  6  v^—  I  peut  être  mis  sous  la  forme 

r/-^'?  =  r(cos  '-P  +  V'/^  sin  cp), 

et  qu'alors  la  multiplication  de  deux  nombres  complexes  se  ramène 
a  la  multiplication  des  modules  /-  et  r,  et  à  l'addition  des  argu- 
ments ç>  et  cj,.  ° 

Soit  un  corps  réel  k{^/m)  [où  nous  supposerons  tout  d'abord 
m  *  I  (4)].  Nous  pourrons  encore  former  un  réseau  de  points 
d  une  manière  analogue  à  la  précédente. 

Nous  prendrons  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  nous 
mesurerons  les  abscisses  avec  une  unité  égale  à  i  et  les  ordonnées 
avec  une  unité  égale  à  /m,  et  à  tout  nombre  a  +  b  ^/m  nous  ferons 
correspondre  un  point  de  coordonnées  a  et  b.  On  a  encore  le 
théorème  :  un  point  du  réseau  ±  un  point  du  réseau  est  un  point 
du  reseau.  La  multiplication  n'est  plus  définie. 

De  plus,  si  l'on  représente  un  idéal  par  un  réseau,  il  ne  peut 
plus  être  question  de  la  similitude  des  réseaux  des  idéaux  princi- 
paux ou  des  réseaux  appartenant  à  une  même  classe  d'idéaux. 

Nous  allons  mettre  à  profit  une  idée  due  à  M.   Klein  (')    qui 
nous  permettra  d'établir  l'accord  entre  les  corps  imaginaires  et  les 
corps  réels.  Nous  remplacerons  les  notions  élémentaires  de  mesure 
de  longueurs  et  d'angles,  qui  est  le  système  euclidien  des  mesures 
par  le  système  des  mesures  pseudomitriques. 

(')  Klein,  p.  5o  et  suiv.,  spécialement  71. 

SoMMEB.  —    Théorie   des  nombres. 
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Nous  allons  insérer,  dans  la  géomélrie  élcmenlairc,  une  série  de 
définilions,  de  faron  h  obtenir  un  syslènie  géométrique  sans  con- 
tradictions. 

Nous  adoi.terons  le  système  de  coordonnées  dont  d  Mcnt  d  être 
question,  et  nous  définirons  :  i .  La  distance  de  deux  poi.ils  ;  2 .  L'angle 
de  deux  droites  ;  3.  L'aire  d'une  figure  fermée. 

1.  Soit  X,  y  s/m  ou  (X,  r)  un  point  P  du  réseau  et  0  le  point 

(o  —  o),  _ 

r  =  -\-  \^x-  —  my*, 

est  par  définition  la  distance  Ul'. 

Tous  les  points,  dont  la  distance  à  o  est  égale  à  i,  satisfont  à 

I   =  X^  —   "IV^ 

ils  sont  situés  sur  une  hvperbolc  réelle,  dont  l'axe  réel  est  placé 
sur  Ox,  et  dont  la  longueur  est  2.  Celte  courbe  est  dite  la  courbe 
mensurante  (Eichkiirve),  elle  détermine  l'unité  de  longueur.  Elle 
définit,  en  effet,  une  unité  de  longueur  (particulière)  sur  toute 
droite  passant  par  l'origine,  qui  représente  alors  l'unité  de  mesure 
pour  tout  segment  porté  par  la  même  droite. 
Tous  les  points  situés  sur  l'une  des  asymptotes 

X  _  s'my  =  0,         x  -h  Vmy  =  o, 

sont  situés  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  o  ;  car,  pour  un  point 
quelconque  de  l'une  de  ces  asymptotes 

r  =  \'X'-  —  niv^  =  o. 

Les  asymptotes  jouent,  dans  ce  système,  le  rôle  des  droites 
X  ±:  V  \^^^^  dans  la  géométrie  élémentaire. 

Cette  propriété  particulière  a  fait  donner  aux  asymptotes  le  nom 
de  droites  minima,  qui  est  employé  en  géométrie  élémentaire  pour 

X  -h  y  \'^^  =  Q        ^^        ^  —  y  v^ —  '  ^^  ^' 
Les  distances  de  tous  les  points  situés  à  Vinlérieiir  des  asymp- 
totes au  point  o  sont  réelles.  Par  contre,  pour  les  autres  points, 
x-2  _  mf  est  négatif,  par  conséquent  r  est  imaginaire.  On  peut 
utiliser  pour  ces  points  l'hyperbole  conjuguée 
x^  —  mv-  =  —  I, 
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comme  courbe^emuranlo,  4  condilion  de  mulli,,lio,-  l'„„ité  obtc- 
nue  par  /  ^  / ,. 

De  plus,  la  dislance  de  deux  points  x,  y  ,/m,  x„  y,  ^Tn  est 

2.  On  emploie  un  artifice  pour  définir  la  pente  du  rayon  OP  On 
remplace  es  fonctions  circulaires  employées  précédemment  par  les 
fonctions  hyperbofiques,  de  même  que  pour  les  longueurs,  iLer- 
bole  s  est  substituée  au  cercle. 

Nous  poserons 

X  +  j /m  =  r  (ch  (p  +  slio), 
\  rr  =  r  ch  cp, 

l   y\^m=  r  sh  o, 

et  cet  angle  ç,  qui  par  définition  sera  l'angle  de  OP  avec  Ox 

Rappelons  ici  les  propriétés  élémentaires  des  fonctions  hyper- 
boliques,  •'^ 


ch  o  = 


o— «5 


Sll 


par  suite 

ch  (— o)  =  ch  ((s), 
ch^  o  _  sh2  (p  =  I, 
de  plus 

ch  o  —  sh  o  =  e^, 
(ch  <p  +  sh  -p)  (ch  ?,  +  sh  cp 
(ch  cp  H-  sh  <p)  (ch  'p,  —  sh  -f 
(ch  cp  —  sh  <p)  (ch  ç>j  —  sh  <p 
(ch  (p  4-  sh  cp)  :  (ch  çj  H-  sh  a 
(ch  <p  -+-  sh  cpj  :  (ch  cp^  —  sh  ç 
(ch  cp  —  sh  çj  :  (ch  cp,  —  sh  'p 


sh  (-_  (p)  =  _  s}^  ^^ 

donc         ar2  _  „j^2  __  ^2^ 


ch  'p  —  sh  cp  =  g-?, 

=  ch  (cp  H-  cpj  -I-  sh  (cp  +  o^), 
)  =  ch  (o  _  cpJ  -h  sh  (cp  —  <pj, 

)  =  ch  (cp  H-  Çj)  __  sh  (cp  -t-  (pj, 

)=:ch(cp  —  cpJ  +sh(cp  —  <pj, 
)  =  ch  (cp  -f-  «>J  _^  sh  (cp  —  çj, 
I  =  ch  (cp  —  ^p,)  _  sh  (cp  —  cp^). 


nombTef  ""'  '"""'''  ''"'^'^"'^  '^  ^^  multiplication  de  deux 

-+7v/m^.rch,-^sh,)     et     -.  +  J,  ./^^  =.  r,  (ch  o,  -H  sh  ,,)• 
avec  la  multiplication  des  nombres  complexes  est  complète. 
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Lorsqu'on  veut  déterminer  ^  on  a 


X  —  y  V'ni  =  re  ■?, 
X  -\-  Y  \'m 
X  —  y  \  m 

1  ,  X  4-  y  V^m 

2  X  —  y  v  '» 

Mais  comme  e>'^  =  e^"?  +  ^-',  on  volt  que  o  n'est  déterminé  qu'au 
module   ;:/  près.   Nous  entendrons  par  Log  la  valeur  principale 

(réelle)  du  Logarithme  naturel  du  quotient  ^^y^—  ^^  ^^^^  ^'^'"^ 
distinguer  entre  les  rayons  OPqui  coupent  l'hyperbole  x-—  mv*  =  i , 
et  ceux  qui  ne  la  coupent  pas. 

Dans  le  premier  cas  x'  —  my'  >  o,  ou  encore  la  norme  du 
nombre  x  -^  y  \^m  est  positive,  r  est  réel,  alors 

_  ,       x^y^m  ^  I  ^  (x_+ W^^, 
"^        2      X  —  y  \'m        2       n (x  —  y\'m) 

o  est  un  angle  réel.  _ 

Dans  le  second  cas  x'  —  mf-  <  o,  n  [x  -f-  y  \'m)  est  négatif, 

_i       (x  +  y  v/m)^^i  ^^r      ,(i^  y  V^)n  ^  I  T.  (_  ,). 
'■-  2^  n{x-y\'ni)      2     L      n{x-ys'nx)A        ^ 

9  =  {9)  =  l  ^^• 

L'angle  es  est  un  nombre  complexe. 

L'angle  de  deux  rayons  OP,  OPi  est,  par  définition,  la  différence 
des  pentes  de  ces  rayons  o  —  'f,,  précédé  du  signe  -+-  ou  — .  Le 
signe  sera  déterminé  lorsqu'on  aura  orienté  les  angles.  Deux  rayons 
vecteurs,  séparés  par  une  asymptote,  comprennent  un  angle  com- 
plexe, tandis  que  deux  rayons  qui  ne  sont  pas  séparés  par  une 
asymptote  comprennent  un  angle  réel.  L'angle  d'une  asymptote 
avec  Ox  ou  avec  un  rayon  quelconque  OP  est  infiniment  grand. 

3.  Nous  prendrons  pour  unité  de  surface  un  carré  de  côté  égal 
à  I .  Nous  mesurerons  les  aires  suivant  les  procédés  habituels  de  la 
géométrie  élémentaire,  c'est-à-dire  du  calcul  intégral. 
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La   surface  d'un  parallélogramme   de  sommets  o,  a  -i-  b  /m, 
H-  a,  -^  {b  -h  b,)  v/m,  a,  +  6,  \/m,  est  égale  à 


/  = 


a      1)   ym  ' 

_  I  =  {al>   —  a,b)  v^m, 
a,     b.  \'m 


et,  en  particulier,  la  maille  du  réseau  des  nombres  entiers  du  corps 
du  réseau  fondamental,  a  une  aire  égale  à  /m. 

Il  est  évident,  d'après  ces  conventions,  que  les  théorèmes  fonda- 
mentaux relatifs  aux  opérations  élémentaires  de  l'addition,  de  la 
soustraction,  de  la  multiplication  sont  encore  vrais.  La  multiplica- 
tion de  deux  sommets  du  réseau,  revient  à  l'addition  des  pentes  de 
leurs  rayons  vecteurs  et  à  la  multiplication  de  ces  rayons  vecteurs  r 
et  /', . 

Un  idéal  principal  (a)  est  donc  représenté  par  un  réseau  de 
pomts,  composé  de  tous  les  points  du  réseau  divisibles  par  a.  La 
représentation  de  l'idéal  (a)  par  une  base  quelconque,  par  exemple 
a,  a  \/m, 

[i]  =  (3,  «v/m,   OLX  -+-  a\,/myj, 

OÙ  X  et  r  sont  des  entiers  rationnels,  nous  montre  que  l'on  peut 
inscrire  une  infinité  de  réseaux  de  parallèles  dans  le  réseau  de 
l'idéal. 

On  obtient  le  réseau  (a)  en  multipliant  tout  point  du  réseau 
fondamental  par  a.  Soit  a  =  a  -f-  6  v^m  =  âgS  et  soit 
»  +  y  \/m  ==  re?  un  point  quelconque  du  réseau,  on  a  comme 
produit  de  ces  deux  points 

X  +  "i  \/m  =  ax  +  bmy  +  (6a;  4-  ay)  \/m  =  âre^  +  r), 

d'où  le  théorème  : 

Tout  poiiil  de  (rj.)  résulte  (F un  point  du  réseau  fondamental,  par 
une  rotation  du  rayon  vecteur  d\in  anr/le  a,  et  par  une  homothétie 
dans  le  rapport  â  :  i . 
On  peut  encore  dire  : 

Le  réseau  (a)  est  lié  au  réseau  des  points  du  corps  par  la  trans- 
formation 

\    X  =  aa-  +  bmy, 
i    Y  =z  bx  -\-  ay, 

dont  le  déterminant  est  a^  —  mb^  =  ûK 
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Nous  venons  d'employer  le  mot  de  «  rotation  »  dans  un  sens  un 
peu  plus  général  que  le  sens  ordinaire.  Nous  y  sommes  amenés,  car 
cette  rotation  est  contenue  dans  une  transformation  homographique 
et  ces  transformations  sont  essentiellement  distinctes  suivant  que 
le  déterminant  de  la  transformation  est  positif  ou  négatif.  En  effet 
si  a^  est  positif  notre  angle 

I  j       (a  -h  by/m)^ 
a  =      Log  ^^ ^ — L. 

est  réel  et  nous  avons  une  rotation  usuelle. 
Si  â-  est  négatif,  c'est-à-dire  â  imaginaire. 


1  . 

a  =  -  m  + 
3 


I  I^  r(a-f-6v/m)n 


est  un  angle  complexe,  et  entre  les  deux  positions  du  rayon  vecteur 
il  y  a  une  asymptote.  On  peut  considérer  celte  rotation  impropre 
comme  une  combinaison  d'une  rotation  de  l'angle  réel 


I  j_r       {a-^b\/m)n 


011  le  rayon  ne  sort  pas  d'un  angle  des  asymptotes,  et  d'une 
symétrie  par  rapport  aux  asymptotes. 

[Trouver  un  rayon  OP,  qui  fait  avec  OP  l'angle  -  c'est  trouver 

le  rayon  du  faisceau  de  sommet  0  conjugué  harmonique  de  OP  par 
rapport  aux  asymptotes]. 

Prenons  un  exemple  :  le  corps  k{\'w). 

Les  points  0  =  o,  a=i,0=i4-  y'Tô,  c  =  \,/Tô  nous  donnent 
dans  le  réseau  (a)  =  (i  +  v'ïô)  les  quatre  points 

0=0,  5(  =:   1    +  V^rô,  05  =  I  I   +  2  V'ÎÔ,  (£  =   10  +  v/îô. 

Les  formules  nous  donnent 

I  ,    I  H-  v/îô 

■»  2  I    y/lO 

î   ^     11+2  v'ÎÔ 


2         II   —   2  v'  1 0 

=  'l 


I  ^    lO  +  v'^io 

^  2         lo  —  V'IO 
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et  enfin 


<g  3lOe  =  '  L  (-  i)  =  <  oOc. 


On  voit  de  même  que  les  angles 

03(©  =  Oaa.      SfSe  =  aac,      tBeO  =  bcO. 


o     o     e      o 


Fis.  .'1. 


De  plus 


03(  :  Oe  =  y/—  9  :  V^QO  =  v^—  i  :  \/io, 
Oo  :  Oc  =  1  :  \/~"^  =  021  :  Og, 


et  l'on  Aoit  qu'aux  sens  des  conventions  pseudométriques  les  figures 
Ort6c  et  0$(^e  sont  semblables. 

On  a  donc  le  résultat  suivant  : 

Le  réseau  (a)  est  semblable  au  réseau  fondamental  et  résulte  de 

ce  dernier  par  une  rotation  a  =  -  L  — — — -^  et  une  homothétie 

2      a  —  h  \/m 

de  rapport  a  :  i . 

On  démontre  exactement  comme  dans  le  cas  des  corps  imagi- 
naires que  l'on  peut  inscrire  une  infinité  de  réseaux  de  parallèles 
dans  un  réseau  de  points  (a)  et  que  deux  de  ces  réseaux  se  déduisent 
l'un  de  l'autre  par  une  transformation  homographique  de  déter- 
minant it  I. 

Il  nous  reste  pour  bien  connaître  la  structure  d'un  réseau  (a)  à 
chercher  la  signification  géométrique  des  idéaux  unités. 

Il  a  été  démontré  précédemment  qu'un  corps  réel  possède  une 
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iulinllô  d'unll(5s.  Leurs  imafres  sonl  situôcs  sur  la  courbe  mensurante 
(Eiclikurvc).  L'image  de  l'unilé  l'ondamenlale  ol  parmi  ces  points 
celui  qui  a  la  moindre  penle. 

Soit  c  une  unité  du  corps  de  norme  n{-)  =^  -+-  i. 

Le  réseau  (£)  comprend  tous  les  points  du  corps.  Le  réseau  {i) 
s'obtient  en  donnant  au  réseau  du  corps  une  rotation 

1  ^/  ^  b^/m        j  ,  ,   /-.  -  , 

-.  =  -  L  —  ,-=  Lia  -h  u\'in)         car         e  =  nU-=  -^  i. 

2  a  —  h\'m  ^ 

De  même  le  réseau  (ê'')  où  A-  est  un  entier  positif  ou  né{:atif  s'ob- 
tient en  donnant  au  réseau  du  cor[)s  la  rotation 

A'  L  (a  -+-  b\'m), 

et  le  réseau  ( —  ê^)  s'obtient  par  la  rotation 

k  L  (a  -i-  b\'m)  -+■  /-. 

Mais  comme  tous  ces  réseaux  (zh  c'')  sont  identiques  au  réseau 
fondamental  on  voit  qu'on  peut  donner  à  l'existence  des  unités  du 
corps  en  nombre  infini  l'interprétation  géométrique  suivante  : 

Le  réseau  des  points  entiers  du  corps  A(v  m)  se  transforme  en 
lui-même  par  une  rotation  d'un  multiple  quelconque  de  c,  c'est- 
à-dire  kt  ou  encore  (t:  -+-  kî.  Dans  ces  rotations  les  points  unités  se 
déplacent  sur  la  Eichkurve  et  un  point  quelconque  se  déplace  sur 
une  hyperbole  x'-  —  my-  =  G  semblable  à  une  Eichkurve  (propre 
ou  impropre). 

Le  réseau  de  points  d'vm  corps  réel  a  donc  des  propriétés  ana- 
logues à  celles  d'un  polygone  régulier  ou  plutôt  à  celle  d'un  poly- 
gone inscrit  dans  un  cercle  et  admettant  certaines  symétries. 

Soit  ensuite  une  unité  e  de  k{\/m)  dont  la  norme  égale  à  —  i, 
il  est  encore  vrai  que  le  réseau  (i)  est  identique  au  réseau  du  corps. 
Il  se  déduit  du  premier  par  une  rotation  impropre 

£  =  -  L -—  =  L  (a  -j-  6  V  '«) L  —  1  ) 

2      a  —  bym  ^' 

= {-  -H  L(a  -h  bv'm), 

2 

c'est-à-dire  par  une  rotation  compliquée  d'une  symétrie  par  rapport 
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aux  nsyni ploies,  avec  une  Iransformalion  du  rayon  veclcur  dans  le 
rapport  /  :  i . 

Le  réseau  ( —  s)  ne  diiïôre  du  réseau  (s)  que  par  une  symétrie  par 
rapport  au  point  0. 

Le  réseau  {e^}  résulte  du  réseau  fondamental  par  une  rotation 
propre,  s""^'  se  distingue  donc  de  s'^*,  du  reste  on  peut  énoncer 
général  le  : 

Théorhne.  —  Lorsque  le  corps  réel  renferme  une  unité  fonda- 

iTZ    , 

mentale  £  de  norme  —  i  et  si  l'on  pose  s  =  le^  ou  s,  est  un 

angle  réel,  le  reseau  se  transforme  en  lui-même  par  une  rotation 
d'un  angle  e^  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  une  asymptote 
de  la  courbe  mensurante  (Eichkurve). 

Ces  deux  interprétations  géométriques  expliquent  les  théorèmes 
relatifs  aux  unités  du  corps  quadratique  et  montrent  l'intérêt  de  la 
différence  entre  la  norme  positive  et  la  norme  négative  de  l'unité 
fondamentale. 

Connaître  les  unités  du  corps  réel  ce  n'est  au  point  de  vue  ana- 
lytique que  connaître  toutes  les  transformations  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers 

\  ^  ax  -+-  hiny, 
Y  =  bx  -+-  ay, 

qui  transforme  en  lui-même  le  réseau  du  corps,  car  il  est  évident 
qu'une  pareille  transformation  ne  peut  avoir  comme  déterminant 
que  ±:  i . 

Pour  les  corps  imaginaires  à  l'exception  peut-être  de  k  (y  —  3)  la 
recherche  de  ces  transformations  est  un  problème  facile. 

Le  corps  k{\/ —  i)  nous  donne  un  réseau  fondamental  contenant 
un  réseau  de  parallèles  à  mailles  carrées.  Ce  réseau  se  transforme 
en  lui-môme  par  une  rotation  de  90°  et  par  une  symétrie  par  rap- 
port aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  L'interprétation  géomé- 
trique des  unités  i  \/ —  1  donnerait  le  même  résultat. 

Il  est  de  plus  évident  que  les  unités  jouent  le  même  rôle  pour  un 
réseau  de  points  (a)  que  pour  le  réseau  des  nombres  du  corps  car 
(a)  ^=  (ac),  c'est-à-dire  les  unités  fournissent  toutes  les  rotations 
(propres  et  impropres)  ou  au  point  de  vue  analytique  toutes  les 
transformations  qui  font  coïncider  un  réseau  (a)  avec  lui-même. 
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Nous  avons  examiné  tous  les  cas  où  les  résultats  diffèrent  pour 
les  corps  réels  et  les  corps  imaginaires.  Il  est  facile  de  compléter 
pour  les  cas  où  les  interprétations  sont  semblables  d;ins  les  deux 
espèces  de  corps.  Nous  négligerons  de  Irailer  le  cas  d'un  corps  réel 
m  ^  I  ('i)  et  nous  conlenlcrons  d'énoncer  le  résultat  final. 

Tliéorème.  —  Lorsqu'on  attribue  aux  entiers  d'un  corps  un 
réseau  de  points,  à  tout  idéal  j  du  corps  correspond  un  réseau  de 
points  j.  On  peut  inscrire  une  infinité  de  réseau  de  parallèles  dans 
ce  dernier.  Ils  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  transformation 
homographique  de  déterminant  ±  i.  Tout  réseau  de  points  se 
transforme  en  lui-même  d'une  infinité  de  manières.  Ces  transfor- 
mations sont  i'oarnies  par  les  unités  du  corps. 

La  maille  d'un  réseau  contient  des  sommets  du  réseau  fonda- 
mental formant  un  système  complet  de  restes  suivant  (|). 

Les  reseaux  correspondant  à  des  idéaux  équivalent?  sont  sem- 
blables, de  sorte  que  l'ensembic  des  réseaux  de  points  se  répar- 
tissent en  h  classes.  Chaque  classe  contient  au  moins  un  réseau 

avec  une  maille  d'aire  <r 
^  a 
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iSous  avons  traité  assez  complètement  la  théorie  des  corps  qua- 
dratiques dans  les  chapitres  précédents.  Notre  intention  était  de 
familiariser  le  lecteur  avec  les  problèmes  de  la  théorie  d'un  corps 
quelconque.  Le  corps  quadratique  cependant  est  si  particulier  que 
le  plus  souvent  il  ne  faut  pas  appliquer  à  son  étude  les  méthodes 
de  la  théorie  générale  des  corps  algébriques.  On  pourrait  encourir 
"le  reproche  d'employer  des  canons  pour  tuer  des  moineaux. 

Ce  livre  se  propose  de  servir  d'introduction  à  l'étude  des  corps 
algébriques,  et  pour  atteindre  notre  but  nous  ajouterons  encore 
quelques  méthodes  plus  générales  sur  lesquelles  se  base  la  théorie 
des  idéaux.  C'est  pourquoi  nous  étudierons  le  corps  cubique  à 
l'exception  :  i"  des  lois  de  réciprocité  ;  2°  de  la  répartition  des 
classes  en  genres. 

Nous  ne  donnerons  d'une  façon  complète  que  les  démonstrations 
qui  diffèrent  essentiellement  des  démonstrations  pour  les  théorèmes 
correspondants  du  corps  quadratique. 

Enfin  le  dernier  chapitre  est  destiné  à  expliquer  une  notion 
extrêmement  importante  et  fructueuse,  celle  du  «  corps  relatif  », 
nous  l'expliquerons  sur  l'exemple  d'un  corps  relatif  par  rapport  au 
corps  quadratique  pris  comme  corps  fondamental. 

39.  Notions  fondamentales.  Définitions.  —  Tout  nombre  a 
racine  d'une  équation  irréductible  de  degré  m  h  coefficients  ration- 
nels est  dit  un  nombre  algébrique. 
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Si  l'on  adjoint  ce  nombre  a  aux  nombres  rationnels,  et  si  l'on 
eirectiie  sur  ce  système  tic  nombres  étendu  ainsi  les  opérations 
d'addition,  de  soustraction,  de  multi[)lication  et  de  division,  on 
obtient  un  nouveau  domaine  de  nombres  algébriques  ou  un  corps 
de  nombres.  Autrement  dit  ce  corps  se  compose  de  toutes  les  fonc- 
tions rationnelles  entières  cl  fractionnaires  de  a  à  coelficienls 
rationnels.  Le  cor[)s  de  nombres  a  les  propriétés  fondamentales 
suivantes  qui  peuvent  (Mre  prises  pour  définition  : 

1°  La  somme  ou  la  dilTérence  de  deux  nombres  est  un  nombre 
du  corps  ; 

2°  Le  produit  et  le  quotient  de  deux  nombres  quelconques  est 
un  nombre  du  corps. 

Un  nombre  algébrique  a  est  dit  un  nombre  algébrique  enlier 
lorsque  a  satisfait  h  une  équation  algébrique  de  degré  m 

a'"  -H  aia'"-'  +  ...  -h  a,„  =  o, 

où  a^,  a,,  ...  a,„  sont  des  entiers  rationnels,  tandis  que  le  coefficient 
de  oc'"  égale  i . 

Nous  nous  occuperons  de  suite  du  corps  du  troisième  degré  (au 
corps  cubique).  Nous  appliquerons  ici  certains  tbéorèmes  et  cer- 
taines notations  empruntés  à  l'algèbre,  les  traités  d'algèbre  rensei- 
gneront le  lecteur  à  ce  sujet. 

Soient  ^,  ^' ,  2r"  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré 
irréductible 

G  (x)  =  x'  -h-  ai.T-  H-  (iiX  +  0;,  =  o 

à  coefficients  entiers  et  rationnels  ai,  a>,  a^  ;  2;,  s?'.  2r"  sont  trois 
nombres  algébriques  distincts  entiers  que  nous  ne  supposerons  pas 
rationnels. 

Nous  dirons  que  les  trois  nombres  -,  H;  ,  ^"  sont  conjugués.  En 
les  adjoignant  successivement  au  domaine  des  nombres  rationnels 
on  obtient  trois  corps  de  nombres  différents  que  l'on  nomme  corps 
conjugués,  nous  les  désignerons  par  li(^),  ^"(^  ).  /'"(^  )•  ^"(^  )  résulte 
de  k[^)  quand  on  remplace  dans  tous  les  nombres  de  ce  dernier 
=;  par  S;',  ou  encore  lorsqu'on  effectue  la  substitution  S  =  S  (2r  :  2r'). 

Théorème.  —  Les  nombres  du  corps  k{^)  peuvent  être  repré- 
sentés sous  la  forme 

6  ^  a  -h  6a;  -t-  c2r-, 
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a,  h,  c  étant  des  nombres  rationnels  quelconques. 
0  peut  par  définition  s'écrire 

oij  y,  /i  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  degrés  quel- 
conques /'  et  Ti  et  à  coefficients  rationnels  entiers.  Les  nombres 
/(=?), /i(£j)  sont  4=  o  par  hypothèse.  Les  deu.v  fonctions /et /i  sont 
premières  avec  G  (x)  (c'est-à-dire  qu'elles  ne  peuvent  avoir  avec  G  (x) 
aucun  facteur  commun  de  la  forme  Gi  (x)  =  box^  -{-b^x  +  62).  Car 
comme  G(x)  est  une  fonction  irréductible/(x)  ou/i(ic)  serait  divi- 
sible par  G  (a;)  lui-même  et  on  aurait /(s?)  =-  o  ou /(s?)  =  o. 

On  sait  qu'on  peut  déterminer  deux  polynômes  rationnels y2(^)» 
Gj(£c)  à  coefficients  entiers  rationnels  et  de  degrés  respectifs  2  et 
i\  —  I,  tels  que 

fi{x)  .f.{x)  -h  G,[x)G(x)  =  I. 
En  tenant  compte  de  G  [6)  =  o,  on  a 

~M^)  ""/.(^)/.(^)  +G.(a)G^.=:)  -^'^)A-)  -      {-. 

c'est-à-dire  qu'on  voit  tout  d'abord  que  tout  nombre  du  corps  peut 
être  représenté  par  un  polynôme  entier  à  coefficients  rationnels. 
Mais  tout  polynôme  de  degré  supérieur  à  2  peut  être  mis  sous  la 
forme 

F(x)  =  F^(x).G{x)-^G,(x), 

où  Gi  (x)  représente  un  polynôme  du  second  degré  au  plus  à  coeffi- 
cients rationnels,  et  comme  G(£r)  =  o,  F  (h?)  =  Gi  (Sr),  c'est-à-dire 
que 

6  =  a  -4-  62r  H-  c2r2 

e&t  la  forme  la  plus  générale  des  nombres  de  k{ss)  ('). 

De  là  résulte  que  tout  nombre  0  non  rationnel  satisfait  à  une 
équation  du  troisième  degré  à  coefficients  rationnels. 


(')  Comme  'b'  +  2j"  et  ?j'?j"  sont  des  nombres  du  corps  k{?7),  il  est  facile  de 
voir  que  6'  -f  0"  et  O'O"  sont  comme  9  des  nombres  du  corps. 
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Cotlc  pioposilion  se  démontre  facilement,  et  nous  passons  de 
suite  à  rétiidc  des  entiers  du  corps. 

Théorème.  —  La  somme,  la  diirérence,  le  produit  de  deux 
nondiies  entiers  du  corps  li(^)  est  un  entier  du  cor[)S. 

Dénwiislraliun  :  Soient  a  et  [l,  deux  nombres  entiers  du  corps 


1t2 


a  1=  u  -H  y.-î  H-  w^ 

OÙ  II,  i\  ?(',  a,,  f'i,  W\  sont  des  nombres  rationnels.  -,  a,  fi  satis- 
font à 

(i)  G(ar)  =  x'  -h  OiX-  +  a^rr  4-  oj  =:  o, 

(2)  ar^  -h  AiX^  -h  AiX  -h  A,  =  o, 

(3)  X»  4-  B,xî  -f-  B,x  -+-  B3  =  G. 

Il  est  évident  tout  d'abord  que  la  somme  a  -+-  fj  satisfait  à  une 
équation  du  troisième  degré  à  coefficients  rationnels,  car  les  coeffi- 
cients de 

(4)  S(x)  =  [X  -  (.  +  P)]  [X  -  (a'  +  f»')]  [^  -  (-"  +  P")]  =  O 

peuvent  être  exprimés  par  des  fonctions  entières  et  rationnelles  de 

»,  r.  U',  «',  y',  «''  et  par  des  fonctions  symétrique>  élémentaires 
de  s,  s',  Sj",  c'esl-à-dire  ai,  a^,  a^.  Le  coefficient  de  x"  est  égal  à  1. 
Il  reste  à  démontrer  que  les  autres  coefficients  sont  des  entiers 
rationnels. 

Pour  cela  formons  d'abord  Icquation  du  neuvième  degré 


(5) 


T(x)  =  [x  -  (a  +  p)]  [x  -  (a  +  ?')]  [^  -  (^  +  P'Tj  - 

,X  -  (a"  -h  ?)]  r,,  _  (a'  +  ?')]  [x  -  (a"  +  ?')]  =  O- 


Dans  l'expression  T(x)  le  coefficient  du  terme  de  degré  le  plus 
élevé  est  i,  tous  les  autres  coefficients  sont  des  fonctions  symé- 
triques entières  rationnelles  de  a,  a',  a",  jv,  ('^'.('5',  elles  s'expriment 
rationnellement  et  en  fonction  entière  des  coefficients  de  (2)  et 
de  (3),  c'est-à-dire  des  entiers  rationnels  A  et  B,  c'est-à-dire  que 
les  coefficients  de  1  (^)  sont  des  entiers  rationnels,  ceci  démon- 
trerait déjà  que  a  -h  ^  est  enlier.  On  peut  en  conclure  de  plus  ce 
qui  suit  : 
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L;i  Ibnclion  S(x)  est  un  diviseur  de  '^{j'},  c'est-à-dire  que  T{x) 
est  le  produit  de  deux  fonctions  entières  rationnelles 

Les  coerficients  de  T  et  de  S  étant  rationnels,  ceux  de  Si  le  sont 
aussi,  et  le  coefficient  du  premier  terme  de  S,(x)  est  l'unité. 
D'après  un  théorème  dû  à  Gauss  (')  il  en  résulte  que  tous  les  coef- 
ficients de  S  (a")  et  Si(x)  sont  des  entiers  rationnels,  car  il  en  est 
ainsi  des  coefficients  de  T{x). 

Le  Théorème  est  donc  démontré  pour  la  somme  et  la  dilTérence. 
Lorsqu'il  s'agit  du  produit,  on  remplace  les  opérations  (/i)  et  (5) 
par 


(4a)  Px  =  h  —  ap)  {x  —  a'p';  (x  —  a"p")  =  0, 

(5«) 


Q(ar.)^(3.  _  ap)  (x  — a^')  (x  —  cr^")  (a;  — a'p)  (a;  — a'p')  (rr  — a'p") 
{x  —  a"P)  {x  —  a"p')  {x  —  a"p"). 


On  achève  comme  précédemment. 

On  démontre  ensuite  de  proche  en  proche  le 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  entière  de  nombres 
entiers  du  corps  à  coefficients  entiers  i^ationnels  est  encore  un 
nombre  entier  du  corps. 

Une  conséquence  importante  est  la  suivante  : 

Si  a  est  un  nombre  entier  a'a"  est  aussi  un  entier,  car  a'a"  = 

a 

a  a' a" 

est  un  nombre  entier  et  que est  un  nombre  du  corps  /»:(-). 


(*)  Voir  Weber,  Traité  cCaUjèbre,  2°  édition,  Braunschweig,  t.  I,  p.  98. 
Soient 

(f  (a;)  ■=■  x"*  -\-  a^x'"—^  -\-  ...  a„, 

<^{x)  =  a;"  -1-  6ia.---i   -\-  ...  6„ 

deux  fonctions  entières  rationnelles,  dont  les  premiers  termes  ont  [lour  coeffi- 
cient I  ;  tandis  que  les  autres  coefficients  sont  rationnels,  les  coefficients  du 
produit 

tp(x)  'bix)  =  x-"+"  -f-  c^x'■•'r■'-l  -\-  ..,  -\-  c,„f„, 

'^\t  <^2,  C3,  ...  c„,4.„  ne  peuvent  être  tous  entiers  que  si  les  coefficients  a,  b  de 
(p(x)  et  de  'bix'j  sont  tous  des  nombres  entiers. 
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Nous  ap[)liqucrons  plus  loin  le 

Tliéorèmc.  —  Lorsqu'un  entier  du  corps  A:(S:)  est  un  nombre 
rationnel  il  est  en  même  temps  un  entier  rationnel. 

La  dénionslralion  résulte  du  théorème  de  Gauss,  si  l'on  considère 
que  l'équation  du  troisième  degré  à  laquelle  satisfait  a  se  décompose. 

40.  Le  discriminant  d'un  nombre  entier  du  corps.  —  Soit  a 
un  entier  quelconque  du  corps. 

I .  Les  nombres  a',  a"  issus  de  a  en  remplaçant-  par  3;'  et  H:"  sont 
dits  conjugués  de  v.. 

•2.  Le  produit 

aa'a"  =  nS) 


est  la  norme  du  nombre  a 

3.  Le  produit 

o(a)  . 

=  (a_  a'^  (a—  a 

est  la  dilTérente  de  a. 

fi.  Le  produit 

d{.)  =  {.- 

-  a')^  (a  —  a'7  (:t 

I         a         a^ 

2 

= 

I         a'        a'^ 
I        a"        a"2 

est  le  discriminant  du  nombre  a. 

La  norme  et  le  discriminant  d'un  nombre  entier  a  sont  des 
entiers  rationnels,  ils  appartiennent  au  corps,  la  différente  de  a  est 
aussi  un  nombre  du  corps,  car 

8  (a)  =  a2  _  a(a'  -+-  a")  -{-  a' a", 

de  plus  on  volt  que 

d(oL]  =  —  n{o(a)). 

Le  discriminant  du  nombre  ^  qui  détermine  le  corps  /i(s  est 
comme  on  sait  une  fonction  rationnelle  de  a,,  a>,  aj.  Cette  fonc- 
tion ne  peut  être  nulle  car  G{x)  =  o  étant  irréductible  n'a  pas  de 
racine  double. 
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L'algèbre  nous  apprend  à  calculer  d{7.)  au  moyen  des  fonctions 
symétriques.  Pour  ^  qui  est  une  racine  de  G{x)  =  o,  il  vient 

En  particulier  si  a,  =  o,  on  a 

d{^)  —  —  l^a^  —  2-al 

Le  discriminant  d'un  nombre  rationnel  est  évidemment  égal  à  zéro. 
Réciproquement  si  le  déterminant  de  a  estnulaestunnombre  ration- 
nel. En  effet  si  d{v)  =  o,  a  =  a',  a  est  donc  racine  double  d'une 
équation  du  troisième  degré  à  coefficients  rationnels,  c'est-à-dire 
que  a  est  rationnel.  Tout  nombre  non  rationnel  a  est  racine  d'une 
équation  irréductible  du  3"  degré. 

Dans  le  cas  où  (/(-)  est  positif  l'équation  G{x)  ^  o  a  trois 
racines  réelles  ;  les  trois  corps  conjugués  k{^),  k{^'),  k{^")  ne  con- 
tiennent que  des  nombres  réels,  nous  dirons  que  ce  sont  des  corps 
réels. 

Dans  le  cas  où  le  discriminant  (:/(S;)  est  négatif  l'équation  G  (j:)  =  o 
a  une  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  L'un 
des  trois  corps  est  un  corps  réel.  Les  deux  autres  contiennent  des 
nombres  imaginaires  et  sont  dits  des  corps  imaginaires. 

Théorème.  —  Le  discriminant  de  tout  entier  non  rationnel  d'un 
corps  cubique  est  toujours  différent  de  zéro  et  de  rt  i. 

Démonstration  :  Les  discriminants  de  tous  les  nombres  diffé- 
rents de  zéro  entiers  et  non  rationnels  ont  le  même  signe.  Car 

a  =  a,  -h  6jS;  -h  CjSr- 
a"^  ^  a^  -h  6jj.tr  -\-  c^Hr- 

est  d'après  le  théorème  relatif  au  produit  des  déterminants 

c/(a)  =  {b,c,  —  b.,Ciy-d[^). 

Le  discriminant  de  tout  nombre  a  a  le  signe  du  discriminant 
de  5. 

De  plus  a  satisfait  à  une  équation  irréductible  du  troisième  degré 

(i)  a;-'  -h  Uix"^  -+-  u-iX  -+-(13  =  0 

Sommer.   —  Théorie  des  nombres.  17 
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à  coefficients  enlicrs  cl  rationnels.  Ou  bien  ai  —■  o  et  l'on  a 

t/(a)  =  —  /i«!l  —  avuii. 

ou  bien  iii  est  différent  de  zéro  et  la  subsliliilion 

"i 
'3 


y 

=  ; 

X  +  3        ou 

X  - 

=-  > 

ramène 

l'équali 

on 

(0 

à  la  forme 

(.) 

.V-f-^'7  + 

U3_ 

27 

:  O, 

où  Uo,  U ,  sont  d<;s  entiers  rationnels  où  U2  est  divisible  par  3  et 
U;i  est  divisible  par  27  si  »,  est  divisible  par  3.    S'il  en  est  ainsi 
f/(a)  est  de  la  forme  —  l\  11*^  —  27 a,*-. 
Dans  le  cas  où  U\  ^  o  (3),  on  a 

rf(a)  =-!^  -^^^^  =  -\  (^Ui  4-  U|). 
^  •  1-  '  27*  ■>-'  ^ 

Si  donc  le  discriminant  d'un  nombre  entier  était  é^al  à  —  i ,  l'une 
des  deux  équations 

(3)  hvi\  +  27«2  =  r 

(4)  k^l  +  Ll  =  27 

aurait  des  solutions  entières,  c'est-à-dire  que  l'une  des  deux  con- 
gruences 

27 «^  —  1  =  0  (/i),         \}\  —  27  =  o  (4) 

admettrait  des  solutions  ce  qui  est  impossible. 

On  ne  peut  avoir  non  plus  (/(a)  ^  -f-  i.  En  eflct,  en  cherchant 
à  résoudre  a;^  H-  j^  =  r^  nous  avons  ^-u  que  les  équations 

(5)  y^  —  y  ±  i  =  o 

sont  les  seules  équations  à  coefficients  rationnels  dont  la  somme 
est  nulle  et  dont  le  discriminant  (/(a)  =-^  i.  Ces  équations  ne 
définissent  aucun  nombre  entier  rationnel.  Il  n'y  a  pas  non  plus  de 

substitution  y  =  x*  +  ^'  qui  permet  de  déduire  de  (5)  une  équation 
ar^  -h  u,.T-  H-  n-iX  -h  «.,  mr  o 
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h  coefficients  entiers  ol  rationnels  comnnc  on  le  voit  en  rennplaçant 
y  par  9a  valeur  clans  (5). 

41.  Les  bases  du  corps  A(-).  —  Le  théorème  suivant  est  très 
im[)orlant,  il  nous  permet  d'cciire  les  nombres  du  corps  sous  une 
forme  intéressante. 

Théorème.  —  On  peut  toujours,  et  d'une  infinité  de  manières, 
choisir  trois  nombres  «p  «2,  o^j,  tels  que  tout  nombre  entier  du 
corps  puisse  être  mis  sous  la  forme 

XWi  H-  jw.,  -4-  20)3. 

X,  y,  z  étant  des  entiers  rationnels. 

Démonslralioii  :  La  démonstration  se  décompose  en  deux  parties. 
On  établit  d'abord  la  forme  générale  sous  laquelle  on  peut  écrire 
les  entiers  du  corps,  et  on  en  déduit  trois  nombres  répondant  à  la 
question. 

Soit  a,  h,  c  trois  entiers  rationnels,  il  en  résulte  que  les  nombres 
algébriques  a  -+-  b^-^c^^  sont  entiers. 

Soient  maintenant  a,  b,  c  trois  nombres  rationnels  quelconques, 
et  soit 

%  :^  a  -\-  b^  -\-  cHr'2, 

quelles  conditions  doivent  remplira,  b,  c  pour  que  a  soit  un  entier 
du  corps.  Si  a  est  un  entier  les  conjugués  a'  et  a'  sont  aussi  entiers. 
Calculons  a,  b,  c  en  fonction  de  a,  a',  a" 


;■) 


(! 


6î7  -h  cS^  =  a 
b^'  -{-  c^s''^  =  a' 
6Sr"  +  CS"2  =  a" 


on  a 


(^) 


a 

^ 

Î7- 

a' 

a.' 

s'^ 

a" 

=r" 

^n 

1 

2r 

^2 

I 

=?' 

=7'2 

I 

S'' 

o,<'2 

1' 

:S 

£r 

I 

^ 

^2 

a' 

h' 

Sj 

2 

I 

2r 

=j'2 

a" 

=7" 

=7' 

2 

I 

s"      &"^ 

1 

"¥ 

^ 

2~ 

2 

r 

S: 

S 

■2 

I 

=: 

/ 

-,//2 

et  des  expressions  analogues  pour  6  et  c. 
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Les  nombres  rationnels  sont  donc  égaux  à  des  fractions,  dont 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  sont  des  fonctions  entières 
rationnelles  symétriques  de  a,  a',  a",  ^,  ^' ,  ^\  Les  dénominateurs 
sont  égaux  h  (l{^),  ce  sont  des  entiers  rationnels,  les  numérateurs 
sont  rationnels  el  par  suite  entiers. 

Autrement  si  a  =  a  -f-  b^  -h  c.%-  est  un  entier,  les  dénominateurs 
de  a,  b,  c  rendus  irréductibles  ne  peuvent  avoir  d'autres  facteurs 
premiers  que  ceux  de  'l{^).  On  peut  toujours  prendre  a,  b,  c  sous 
la  forme 

_    A  L_    ^  _    C 

""-di^y      ^-d{^y      '-d{^y 

oîi  A,  B,  C  sont  des  entiers  rationnels. 

On  a  donc 
,„,                                            A  +  B&^C=;2 
^^^  "  = d{^) 

ce  qui  nous  permettra  de  trouver  'Oi,  0)2,  oj.;. 

Ecrivons  tous  les  nombres  entiers  du  corps  sous  la  forme 

a  -h  b^  -h  cSj2 


où  a,  b,  c  sont  des  entiers  rationnels  ;  il  y  a  certainement  une  infi- 
nité de  nombres  du  corps  pour  lesquels  le  coefficient  c  de  ^^  n'est 

pas  nul.  Tout  nombre  — — .j^x^ peut  être  décomposé  en  deux 

parties.  Divisons  a,  b,  c  par  d(^)el  supposons  les  restes  en  valeur 
absolue  <  '^^(^)»  c'est-à-dire  posons  a  =  aid{^)  —  A,  on  a 

a  +  />2j  +  c2?-  ,    L  ^    ,       .  2    ,    ^  +  ^^  -^  C&= 


rf(=;)  -  "i  ^  -i-  -r-  M-    -n  j^^  -  ^.  -^  «. 

ai  et  a  sont  des  entiers  du  corps.  Nous  ne  considérons  dans  ce  qui 
suit  que    les  nombres   entiers  "  ,7  v  ,   pour  lesquels  les 

coefficients  A,  B,  G  sont  en  valeur  absolue  ^  |  (I(^)  \  (y  compris 
le  cas  de  l'égalité).  Soit  C*  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous 
les  coefficients  C,  G  est  donc  un  nombre  déterminé  ^  i,  il  y  a 
aussi  dans  les  corps  des  nombres  de  la  forme 

A*  -+-  B*a  +  C*-:' 

a"  = ,- f 
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car  si 

fli  -r-  ^iS  -+-  Ci=7-  g.,  H-  feoSr  -h  c,,S?"^ 

satisfaisant  aux  conditions  indiquées  et  si  /  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  Ci  et  de  d  il  existe  deux  entiers  a  et  r  tels  que 
iiCi  H-  vc,  =  /,  et  par  suite 

"^'  +  "'-^  =  ' ^ — Jr(F) • 

Le  nombre  iiv.i  -+-  vy.î  est  également  un  entier  du  corps.  Si  l'on 
combine  de  la  même  façon  tous  les  nombres 

A  -+-  B2r  H-  Csj^ 


dont  le  nombre  est  limité,  on  peut  choisir  les  multiplicateurs 
II,  V,  lu,  ...  de  bien  des  façons  dilTérentes,  de  façon  que  le  nombre 
entier  a*  obtenu  ait  un  coefficient  déterminé  G*  pour  2^". 

Le  nombre  G*  est  un  facteur  de  d{^),  car  par  hypothèse  il  y  a 
parmi  les  nombres  a  le  nombre  &^   pour  lequel  C  =  d{^).  De 

plus  si -jj^y — —  désigne  un  entier  quelconque  du  corps  c  est 

un  multiple  de  G*  car  c  =  Cid{^)  -f-  G. 

Nous  prendrons  pour  a*  un  nombre  déterminé,  en  supposant 
qu'on  ait  fixé  non  seulement  la  valeur  de  G*  mais  qu'on  ait  choisi 
aussi  A*  et  B*,  et  nous  remplacerons  a*  par  ojj.  Alors  tout  nombre 


6=7 


rf^s) 


peut  s'écrire 


d{^) 


OU  z  est  un  entier  rationnel  et  "^rg^j —  un  entier  du  corps. 
Nous  supposerons  encore  que  dans 
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ne  rcprésenle  que  les  entiers  donl  les  coefficients  sont  en  valeur 
absolue  <  |  dC^)  \.  Opérons  comme  précédemment  et  soit  lii*  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  \l\  qui  sont  en  nombre 
fini,  il  ('Il  résulte  que  le  corjis  contiL'iil  l(jujours  un  entier  de  la 
forme 

(6)  P-=^^ip- 

B,*  est  un  facteur  de  '1(7^)  ot  si  -^i-7>,y—  représente  un  entier  du 

corps  b^  est  un  multiple  de  Bi*. 

Supposons  que  dans  (G)  A*  soit  également  un  nombre  délemiiné 
et  posons  ^3*  =  Wj.  tout  nond)re 

a,  H-6,2r 

peut  se  mettre  sous  la  l'orme 

fj  =  A.)  +  jo).). 

où  A,  et  y  sont  des  entiers  rationnels. 

Si  enfin  l'on  pose  Wi  =  i ,  les  trois  nombres  o),.  0)2,  '^^j  répondent 
aux  conditions  de  l'énonce.  Tout  entier  y.  du  corps  peut  être  mis 
sous  la  forme 

(7)  a  ;=  arwi  -i-  jtoo  H-  cwj. 

Car  on  peut  d'abord  choisir  r  entier  et  rationnel,  de  façon  que 
a  —  co),  ait  la  forme  j^  de  l'équation  (5  .  Ensuite  on  peut  choisir  y 
entier  et  rationnel  tel  que 

^    —   }'(02   =   ï 

soit  un  nombre  rationnel.  On  peut  donc  poser  y  =  iro)i  =  x.  On 
dit  que  trois  nombres  ayant  les  mêmes  propriétés  que 

forment  une  base  du  corps. 

Au  heu  des  nombres  oj,,  ',)>,  0J3  on  peut  choisir 

B  +  BiSr  C  ^  C,37  -+-  C,3;» 
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coruuic  buse  normale,  tels  que  ]  B  |,  I  C  j,  ;  Ci  ;  <  ■  'l{^)'.,  c'est-à-dire 
correspondent  aux  [>lus  petites  valeurs  de  A,*  dans  l'égalité  (6). 
Nous  avons  écrit  pour  simplifier  B,  =:  B,*,  C.^  =  G*. 

Si  oiy,  00.,,  «3,  w,',  Wo*,  oy*  désignent  deux  bases  différentes,  ces 
nombres  sont  liés  par  des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers 
rationnels 


(8) 


(xi*  =  au^i  -+-  a^oio.,  -+-  ai;)0)3. 

t03*   =  ajjW,    -H  AjolO^   H-  0330)3. 


Gomme  réciproquement  les  gj  peuvent  s'exprimer  de  la  même 
manière  en  fonction  des  co*,  cela  exige  que 


«il       «12       «1 

«21  «i-2  «i 

Oo.       a..,       a. 


=  ±  i 


'31 


^3i 


D'autre  part  si  l'on  choisit  les  a,^  entiers  rationnels  satisfaisant  à 
cette  condition,  les  3  équations  (8)  nous  fourniront  une  nouvelle 
base.  Or  le  choix  des  cia,  est  possible  d'une  infinité  de  manières,  il 
existe  donc  une  infinité  de  systèmes  de  trois  nombres  formant  une 
base  du  corps. 

Le  déterminant 


(9; 


est  le  Discriminanl  du  corps. 

Le  théorème  relatif  à  la  multiplication  des  déterminants  nous 
montre  que 

(wj*,  wo*.  aj3*j-  =  («n.  a>i'  a^Y  (^i,  w/,  (m/Y  =  d  ('). 

Le  discriminant  du  corps  est  indépendant  de  la  base. 
Le  discriminant  du  corps  est  un  nombre  rationnel. 


(')  Nous  avons  représenté  un  déterminant  par  les  éléments  de  la  diagonale 
qui  va  de  gauche  à  droite. 
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Ce  nombre  est  un  diviseur  commun  dos  iliscriminants  de  tous  les 
entiers  du  corps,  car  on  a 

,/(,)  =  (.r.  V,.  z,y.,i 

en  supposa  ni 

l    I    =  x(u,  4-  yMj,  -t-  :m3, 
(lO)  '    a    =  rr,(.),  -|-  v,W2 -+-  ;,«.)3, 

(  a'  =  ar/o,  -H  y^w.^  -f-  z-iiOi- 

Désignons  j)ar  m,  o)|,  «2  une  base  normale 

B  -h  Bi2r  C  -h  C,S7  -h  C^» 


(/(27)      '  '-  d[p} 


On  a 


j  _2 , 


On  a  déjà  montré  que  B,  et  C^  sont  des  diviseurs  de  flC^)  et  ceci 
nous  montre  encore  que  d  n'admet  que  des  lacleurs  contenus 
dans  (IC^j. 

De  phis  ce  quotient  nous  montre  que  d  contient  certainement  en 
facteurs,  les  nombres  premiers  figurant  dans  (/(Sr)  à  une  puissance 
impaire. 

Lorsque  le  discriminant  d  du  corps  est  égal  à  <l(^),  on  voit  en 
remplaçant  a  par  Jj  dans  le  système  (10)  que  {x,  y,,  C;,)  =  ±  i, 
c'est-à-dire  que  les  trois  nombres  i,  ?^,  x;^  forment  une  base  du 
corps. 

Une  discussion  plus  approfondie  du  fait  que  d  A-  sont  des  entiers 

rationnels  nous  montrerait  que  d  =  d(^)  toutes  les  fois  que  (/(=;)  ne 
contient  ses  facteurs  premiers  qu'à  la  première  puissance. 

(/(-)  ne  peut  être  égal  à  ±  1 ,  d'après  la  valeur  de  (/  on  voit  qu'il 
ne  peut  être  égal  à  =t  i  tant  que  (/(-)  n'est  pas  carré  parfait.  Il 
pourrait  encore  être  égal  à  ±  i  lorsque  d{^)  =  ±  /'-.  Mais  le 
théorème  de  Minkowski  permet  de  démontrer  que  le  discriminant 
de  tout  corps  est  dilTérent  de  ±  i.  On  démontre  d'abord  que  dans 
tout  corps  il  existe  un  nombre  a,  tel  que  !  n[7.)  \<i\}/d\  et  comme 
n(a)  ^  I  il  faut  que  !  '/ [  >  i.  Ceci  est  développé  au  chap.  VI, 
§  18  du  Bericht.  de  M.  Ililbert. 
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42.  Le  calcul  des  bases  du  corps  /.l^).  —  Le  calcul  d'une 
base  d'un  corps  cubique  n'est  plus  aussi  simple  que  celui  d'une  base 
du  corps  quadralicjuc.  Ce[)cndanl  (en  s'ap[)uyanl  sur  les  théorèmes 
relatifs  aux  discriminants  des  nombres  entiers)  mettre  la  base  du 
corps  sous  une  forme,  telle  que  le  calcul  numérique  de  ces  bases 
dans  les  cas  particuliers  devienne  assez  facile  ('). 

Soit  d'abord  la  base 

B  +  Bi^  C  +  C,=7  +  Ci^' 

De  plus  posons 

d{=:)  =  ±  ry,«''.  ...  q'-yji  ...  /(rf(Sr)  4=  i  i). 

oii  Cl  ...  e  sont  des  entiers  quelconques  >  o,  /i  ...  /ne  peuvent 
représenter  que  les  nombres  i,  2,  ...  5. 
Mais  le  discriminant  de  Wj  est 

B^ 

''/('V)i)  est  un  nombre  entier  4=  ±  i,  Bi  ne  contient  que  des  facteurs 
premiers  de  (/(-),  on  peut  donc  poser 

Bi  =  6*7,-'^i  ...  ry^-p/i  ...  pf  =  h*h,*, 

011  h*  égale  d=  i   ou  égale  un  nombre  divisible  par  les  facteurs 
premiers  q,  p. 
Mais  alors 

mais 

b  =  ^1^1  ...  (^w,  qz  h'^s 

est  un  nombre  entier  rationnel,  il  faut  que  B  soit  divisible  par  61*, 
par  suite  Wi  est  de  la  forme 

6  -+-  6*=; 


(*)  Les  résultats  de  ce  paragraphe  sont  cités  dans  la  dissertation  de  W.  L.  Reid, 
Tafeln  der  Klassenanzahlen  fiir  kiibische  Zahikôrper,  Gôlt.,  1899,  comme  dus  à 
WoROîsoj  [Fortsch.  der  Math.,  Rd.  XXV,  Jahrgurz,  iSg'i). 


^) 

B 

.7.^1  ... 

r 

B 

d{^) 

-±K* 
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Si  l'on  considL'rc  que  xw,  -+-  y3;  est  un  nombre  eolier  lorsque  x 
et  j  sonl  des  entiers  rationnels,  on  en  déduit  i'acilenienl  que  //  esl 
un  diviseur  de  <//'  ...  (f,  c'est-à-dire  qu'il  ne  contient  pas  d'autres 
facteurs  premiers  que  (/i  ...  q  ;  car  on  peut  déterminer  x  et  y  tels 
que  xh*  -t-  yqi'i  ...  ^'  soit  le  j)lus  {,'rand  commun  diviseur  de  h*  el 
de  ry.'i  ...  (f . 

De  l'cgalilé  /y,''  ...  ^'o),  —  6*3;  ■-.  b*c/.  =  6  il  résulte  que  h  esl 
divisible  par  6*.  En  simplifiant  [)ar  l'  les  deux  termes  du  numé- 
rateur on  a 

bl    -In  h 

ou  encore  en  récrivant  }>  au  lieu  de  hy 

où  D  =  çTt''  ...  rf  est  un  entier  ratioimel  qui  est  contenu  ainsi  que 
tous  ses  facteurs  premiers  au  moins  ù  la  sixième  puissance  dans 
'/('v).  Si  d{?j)  ne  contient  aucun  facteur  à  la  sixième  puissance  ou 
à  une  puissance  supérieure  D  r^  i,  et  l'on  peut  poser  oj,  =  2:. 
Pour  faciliter  ce  qui  suit  nous  écrirons 

(/(aî)  =  ±D^D, 

et 

Li  — f—  Vji^  — |—  \j>^ 
0).,  =  — ^    ^=Bi : —  • 

On  obtiendra  des  valeurs  pins  précises  de  C,  Ci,  C2  en  com- 
binant 

0       b-  H-  26H;  -+-  2r- 

-r  = D^ 

avec  00,.  Déterminons  x  cl  y  de  façon  que  dans  l'entier 

a"iuj  -+-  rtoo 
le  coefficient  de  J-  soit  un  diviviseur  D^  de  D.  Soit  ÎT=  DjD^ alors 
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Il  existe  trois  nombres  entiers  rationnels  h,  v,  iv  qui  satisfont  à 

(3)  tDf   =   U    -f-   l'Wi    -+■   WUi,, 

d'où 

(2,,)    w  =  Di,     Ci=  D,{-h  26  —  vD;.     C  =  0,(6^  —  uD-  —  vbD, 

c'est-à-dire  que  Cf  et  G|  sont  divisibles  par  D^, 

C,  =  DoCi.         C  =  DoC. 
d'où 

/^.                                                   c  -i-  c,Sr  -f-  =;2 
(3j  u),=   --j^,j^^ 

Pour  restreindre  le  choix  de  6,  c,  Ci  nous  remarquerons  que  oji, 
«2  sont  des  nombres  entiers,  par  suite  b  doit  satisfaire  aux  con- 
gruences 

(4)  36-Oi  =  o(D). 

(5)  36^  _  20,6  +  a,  =  o  (D^). 

(6)  fe3_ajfc2  ^  3,6  +  03  =  o  (D^). 

(ai,  a>,  a.i  sont  les  coefficients  entiers  de  l'équation  qui  définit  2?). 

La  première  de  ces  trois  congruences  nous  permet  de  prendre 
pour  w,  l'un  des  trois  nombres 

6  -h  Sr  fli  —  26  H-  S?  «1  —  26  -h  l'D  -H  -  ^ «1  —  Cl  H-  Sr 

"~ir    '  D  '  D  ~  D  ' 

en  tenant  compte  de  (2,,). 
Soit 

,  a,  —  c,  -h  Sf 

(7J  ''^i  =^  - 


D 

Dans  (2)  au  lieu  de  prendre  OJÏ  prenons 

36  —  fli  , 

wf  — ts —   V  —  H, 

et  tenant  eiicore  compte  de  (4)  on  peut  déterminer  li  de  telle  sorte 
que 

c  =  c^i  —  «iCi  -h  a,. 
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SI  enfin  on  remplace  c,  par  A  on  voit  qu'un  peut  écrire 

—  A  +  a, -i-S;  A-  —  a,A -h  rtjH-A^-r-Hï- 


(8)      to  =  1  ,       U)i  = 


D •     ""'  —  D^D, 


où  il  nous  reste  à  déterminer  AD  et  Di. 
En  adoptant  celte  base  on  a 

d  =  ly,\y.  ''(^). 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  D.  doit  être  contenu  dans  '/(3r). 
En  écrivant  que  oj,  est  un  entier  ou  que 

(»)|  — f-  W|    -f-  10,  ,         lOiio,     -)-  iiJi  (0^     -h  coj  10,         et         OJj'Oi  oji 

sont  des  entiers  rationnels  on  obtient  trois  congrucnces.  Elles 
résultent  de  (4),  (5)  et  (6)  lorsqu'on  y  remplace  b  par  —  A  -t-  a,. 
Ces  congruences  sont  en  partie  comprises  dans  celles  qu'on  obtient 
en  exprimant  que  w^  est  entier. 

Pour  que  0J2  -h  «2'  -h  W2    soit  entier  il  faut  que 

3(A  —  a,  ,^  -h  20,  (A  —  a,)  h-  a^  ^  o,       (D-D,). 

Un  calcul  simple  nous  montre  que 

G(A-q.) 


OU 


et  par  suite 


G  (a;)  =  x'  H-  a^x^  -i-  a.,x  -+-  a^. 


D'D?       ' 


comme  d'autre  part  la  congruence  (3)  exige  que 

,     „  G  (A  — a,) 

to,ti;,  cui    = j^3 

il  reste 

[G(A-a,)P=o.         (D«Dî). 

elle  n'est  satisfaite  que  si 

G(A  — a,)=  A  — a,)3-^a,(A  — a,)2-+-aorA  — a,)-+-a:j  =  o,     (D'Df., 
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Enfin  si  on  écrit  que  w/j3./  -f-  oj/oj/  -h  «o'oij  est  un  entier,  on 
trouve  que 

I  3  (A  —  «,;i  H-  a,  j  G  vA  —  aj)  =  o.          (D*Di), 

elle  n'est  pas  nouvelle,  elle  est  le  produit  de  (^)  et  de  la  dernière 

oongruence  que  nous  venons  d'obtenir. 

Le  résultat  de  ces  considérations  peut  être  résumé  ainsi  : 

La  base  du  corps  kÇ^)  déterminée  par  une  racine  3;  de  l'équation 

G(x)  =  x^  4-  «iCc*  H-  a,x  -f-  aj  =  o 

est 

— fA— ai)+2r  (A— a,)'-+-ai(A— aO-hao-hASr+S-^ 

10  =  1,       COi=  p-^^ ,       0).,=  ^ pyp^^ ^. 

où  D*^  et  D^  au  moins  sont  contenus  dans  f/(2r)  et  où  A,  D,  Di  sont 
des  entiers  rationnels  satisfaisant  aux  congruences 

3(A  — a,) +  «1  =  0.       (D) 
3  (A  —  a,)2  -+-  2«, (A  —  a,)  +  a.,  =  o,       (D^Dj) 
(A  —  aO^  +  at(A  —  a,)''  +  ao(A  —  a,)  +  «3  =  0,       (D^D^). 

On  pourrait  encore  indiquer  d'autres  conditions  pour  D,  nous 
les  passerons  sous  silence,  le  lecteur  les  trouvera. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  l'exemple  le  plus  simple,  soit  Srune 
racine  de 

G  (a:)  =  ce'  +  og  =  o. 

Supposons  que  as  ne  contienne  aucun  nombre  premier  au  cube, 
et  soit  ?S  le  produit  de  tous  les  nombres  premiers  qui  entrent  au 
carré  dans  a^.  Alors  on  a  pour  la  base  du  corps  les  cas  possibles 
suivants  : 

1.  «3=0(3) 

S" 
w  =  1,  oji  =  Sr,  (M,  =  ^,  . 

2.  «3^0  (3),  mais  as  =  ±  2  ou  a.j  ^  ±:  4  (9), 


1, 
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3.  rt3=  I  (9)' 

^  \z>  _|_  S.2 

a>  =  1,        o),  =  Sr,        '.j.,  = -—o^ pour     ^  ^  '  '3), 

—  N-f-Ns-f-s»  ,.  _      -. 

10=1,  W,    r=r  ;î,  01^= »^ pOUF         N    =    1    [6). 

II.  a,  =  —  i  (9), 

N     r-  ^î:-r-:î- 
o)  =  1 ,       (o,  =  .^,       lû-i  = rt^ pour       N  ^  —  1  (o), 

—  N  —  N2?  -h  =J^ 
o)  =  1 ,       (Oi  =  Sr,       10.J  = -o^ pour      N  EE  —  I  (3). 

Nous  ferons  N  =  i  si  a^  ne  contient  aucun  l'acleur  au  carré. 

Le  cas  où  a^  contiendrait  des  facteurs  à  la  troisième  puissance 
(d'une  façon  générale  à  la  puissance  3v  ±  i)  se  ramène  au  cas  par- 
ticulier précédent.  Si  a^'  ^^  p'.  a^  on  pose  x  =  py  et  on  étudie 
y^  +  aj  =^  o  au  lieu  de  x^  -r-  a^'  =  o. 

43.    Les  idéaux  du  corps  /i{S;)  et   leur  décomposition.   — 

?^'ous  dirons  encore  qu'un  nombre  entier  a  est  di\i<ible  par  un 
entier  fj,  s'il  existe  un  entier  y  tel  que 

=t  =  3  .  T. 

Nous  ne  tiendrons  pas  compte  des  facteurs  qui  divisent  i  et  que 
nous  nommerons  des  unités.  Si  l'on  tient  compte  du  théorème 
relatif  aux  normes  un  nombre  7.  ne  peut  contenir  qu'un  nombre 
limité  de  facteurs.  La  décomposition  d'un  nombre  en  facteurs 
indécomposables  est  encore  possible  de  plusieurs  manières. 

Pour  simplifier  cette  décomposition  nous  aurons  encore  recours 
aux  idéaux.  Gomme  le  corps  quadratique  le  corps  cubique  sera 
l'ensemble  de  ses  nombres  et  de  ses  idéaux. 

Il  suffit  d'étendre  les  considérations  du  chapitre  II,  n-  9. 

Définition  :  Un  idéal  j  est  l'ensemble  (le  système)  illimité  des 
entiers  du  corps  /v(2r) 

tel  que  toute  combinaison  linéaire  ).ia  -h  /o^S  ^-  À//  —  ...  des 
nombres  a,  j3,  7,  ...  avec  des  nombres  quelconques  entiers  du 
corps  appartienne  à  j. 
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D'où  les  lemarqiics  : 

1 .  Toul  idéal  contient  le  nombre  o. 

2.  Un  idéal  contient  toujours  outre  le  nombre  a  le  nombre 
entier  rationnel  n{7.),  car  a'a"  est  un  entier  du  corps  /i('^).  Tout 
idéal  contient  donc  une  infinité  de  noudjres  entiers  rationnels. 

3.  Lorsqu'un  idéal  contient  a  qui  divise  i.  il  contient  i  et  l'idéal 
est  un  idéal  unité. 

/j.  Lorsque  tous  les  nombre-s  d'un  idéal  sont  divisibles  par  un 
nombre  appartenant  à  lidéal,  par  exemple  a,  on  a  un  idéal  prin- 
cipal et  on  l'écrit 

On  peut  répéter  le  raisonnement  qui  a  démontré  l'existence 
d'une  base  de  corps  et  on  obtient  le 

Théorbme.  —  Dans  tout  idéal  j  du  corps  k{^)  on  peut  cboisir 
d'une  infinité  de  manières  trois  nombres  i^,  it,  i-i  tels  que  tout  autre 
nombre  de  l'idéal  puisse  être  mis  sous  la  ("orme 

xii  -h  ji2  H-  zis. 

où  X,  y,  z  sont  des  entiers  rationnels. 

Les  trois  nombres  /i,  /j,  ii  forment  une  base  de  l  idéal. 
On  peut  encore  choisir  une  base  normale  telle  que 

on  écrit 

i=    ('•!,    '-2.    ^3) 

OU 

rt  =  (^^i.  ^2,  ='3).  etc. 

Si  les  nombres  a,,  satisfont  à  (an,  a^.,,  ^33)  =^  ±  i  et  il  y  a  une 
infinité  de  nombres  répondant  à  la  question,  les  trois  nombres 

t'r*  =  arl'l   +   <^r2'2  +  (^rii-o   (''  =    1>    2,    3). 

forment  encore  une  base  de  l'idéal  j,  il  y  a  donc  une  infinité  de 
systèmes  de  trois  nombres  d'un  idéal,  formant  vme  base  de  cet 
idéal. 

Toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  lois  de  divisibilité  dans  le  corps. 
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les  i  Icaiix  remplacent  les  nombres  entiers.  On  peut  étendre  aux 
idéaux  la  multiplication  et  la  division  des  entiers,  mais  non  pas 
l'addition.  On  a  les  définitions  suivantes  : 

Définition  :  Soient  n  et  b  deux  idéaux  du  corps 

On  entend  par  produit  de  ces  deux  idéaux  l'idéal  c  contenant  le 
SYstèmc  des  nombres  obtenus  en  multipliant  cliaque  nombre  de  n 
par  cliacpie  nombre  do  b  et  en  y  ajoutant  toutes  les  combinaisons 
linéaires  de  ces  produits  et  d'entiers  quelconques  Ài,  }.î,  ...  du 
corps  /i(s?). 

On  écril  c  =  a  ■  b- 

Réciproquement  C  est  dii  divisible  par  n,  s'il  existe  un  idéal  b, 
tel  que  c  =  rt  •  b- 

Une  conséquence  immédiate  de  cette  définition  est  évidemment 
la  suivante  :  Lorsqu'un  idéal  c  est  divisible  par  un  idéal  û,  tout 
nombre  de  c  est  contenu  dans  0. 

Un  idéal  différent  de  (i)  qui  n'est  divisible  que  par  lui  -même  et 
par  des  idéaux  unités,  est  un  idéal  premier. 

Définition  :  Deux  idéaux  a  et  b  sont  dits  équl\alents  s'il  existe 
dans  A-(Sr)  deux  nombres  tels  que 

a(a)  =  b(?). 
ce  qu'on  écrit 

0 a 

b-p' 

Le  lecteur  formulera  lui-même  ici  les  théorèmes  relatifs  à  l'équi- 
valence que  nous  avons  traités  au  n"  iG. 

La  notion  d'équivalence  permet  encore  de  répartir  les  idéaux  en 
classes.  Tous  les  idéaux  équivalents  forment  une  classe. 

Nous  arrivons  maintenant  au  théorème  fondamental  de  la  décom- 
position unique  des  idéaux.  Nous  suivrons  ici  la  deuxième  méthode 
due  à  .M.  Iluiwitz  ('). 

(';  A.  HuuwiTZ.  —  Xaclir.  von  der  hgl.  Ges.  d.  WisscnscU.  *u  GOlt.,  i8y5. 
S.  323.  Dans  cette  façon  d'établir  la  théorie  des  idéaux  le  théorème  de  la  décom- 
position unique  est  une  conséquence  de  ce  que  le  nombre  des  classes  est  limité. 
C'est  là  un  fait  merveilleux.  1^.  Flrtwasgler  est  arrivé  à  un  résultat  analogue 
mais  par  d'autres  moyens.  Ibid.,  S.  38 1. 
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Lcinnie.  —  L  n  nombre  a  du  corps  dont  la  nornie  ±  a  est  finie 
ne  peut  clie  contenu  que  dans  un  nombre  fini  d'idéaux  distincts. 
Démonstration  :  Soit 

a  ^=  (a,.  X.,,  oj,  ...  a  ...), 

et  soit  a  un  nombre  rationnel  de  l'idéal.  Soit  «i  =  i,  0)2,  ^)3  une 
base  du  corps  et  soit 

une  base  normale  de  l'idéal  i,  i,,  ...  j/^^'  sont  des  entiers  du  système 
complet  des  restes  suivant  le  module  a.  En  effet  a  appartenant  à 
l'idéal  aoji,  aoj^,  aojj  appartiennent  à  l'idéal  a  et  par  suite  i,  /i'"', 
?V^*  sont  des  diviseurs  de  a.  Gomme  d'autre  part  |  /[  n'est  pas  plus 
petit  que  les  valeurs  absolues  des  autres  coefficients  depuis  h  jus- 
qu'à i;  notre  affirmation  est  exacte.  En  remplaçant  {jusqu'à  il  par 
toutes  les  combinaisons  possibles  des  plus  petits  restes  suivant  a 
on  obtient  un  nombre  fini  de  bases  différentes  et  par  suite  d'idéaux 
différents. 

Théorème.  —  Un  idéal  ne  peut  avoir  qu'un  nombre  fini  de  divi- 
seurs idéaux. 

11  suffit  de  considérer  le  lemme  précédent  et  de  remarquer  que 
tout  nombre  compris  dans  le  dividende  doit  aussi  être  contenu  dans 
le  diviseur. 

Lemme.  —  Le  nombre  des  classes  d'idéaux  distincts  du  corps 
k{'^)  est  fini  (tout  idéal  du  corps  est  équivalent  à  un  idéal  au  moins, 
qui  contient  un  nombre  fini  entier  et  rationnel,  dont  la  valeur  ne 
dépend  que  du  discriminant  du  corps). 

Démonstration  :  Il  est  nécessaire  de  distinguer  les  corps  réels  et 
les  corps  imaginaires. 

Soit  d'abord  k{?:)  un  corps  réel  et 

a=  (oti,  «2, 03) 

un  idéal  quelconque  dont  la  base  est 

ai  =  Oa^i  -t-  QiMi  -h  auMi       (pour  t  =  1,2,  S). 

Supposons  qu'on  ait  formé  les  normes  de  tous  les  nombres  de  n, 
ces  normes  prises  en  valeur  absolue  forment  une  suite  de  nombres 
parmi  lesquels  un  est  plus  petit  que  tous  les  autres.  Soit  '.  le  nombre 

S<  MUE».  —  Thcorie  des  iicmbres.  18 
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(Je  lidéal  qui  a  cttlc  plus  petite  noniie.  Ceci  posé  nous  affirmons  qu'il 
existe  un  nombre  A  fini,  entier,  rationnel,  qui  ne  dépend  que  de 
la  valeur  du  discriminant  du  corps,  et  tel  que  Aa  soit  divisible 
par  '..  a  étant  un  nombre  quelconque  du  corps. 

En  ell'et  soit  a.  un  des  trois  nombres  de  base,  le  théorème  de 
Minkowski  nous  permet  de  déterminer  quatre  entiers  rationnels 
X,  j,  c.  Il  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  satisfaisant  à 


I  atiU   H-  tw,a;    -h  iioay    -h  iwjZ 
(  a.^u  H-  t'ti>,'jc  -+-  t'«o./j'  -h  i'm-Îz 


où  y.,,  y.j,  X3,  y-i  sont  quatre  nombres  positifs  dont  le  produit  est 
égal  au  déterminant  des  quatre  formes  pris  positivement 


Vd 


103 

0)3' 


=  ±«.n(0. 


Si   l'on   prend   comme  c'est  permis  x^  =  2  |  a.j  |  et  par  suite 
I  u  I  <  !  2  v/</ 1,  et  si  l'on  pose 

p  =:  a,u  -h  '.(oJiX  -h  oJoV  -h  Wjz), 


,3  est  un  entier  dont  la  norme 


n(P)<y.,x,/.3. 


et  comme  y.ix/xj  =  -  n('.) 


/if? 


n(0. 


,3  est  un  nombre  de  l'idéal  ri,  car  c'est  une  combinaison  de  nombres 
de  l'idéal  Oj  et  -.avec  des  entiers  du  corps,  car  «et  WiX-Hwoj -4-0^32  =  X 
sont  des  entiers.  De  plus  u  ne  peut  être  nul  car  ).  n'est  pas  nul  et 
on  aurait 


"{?)  =  I  "(0  '*(^i^  -^  '"■ly  -^  ^3-)  I  ^  ^  h'- 1, 


c*est-à-dire 


n  A 
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c'est-à-dire  que  /i(o)iX  -+-  oy,y  4-  ojjc)  ne  pourrait  être  entier,  ce 
qui  est  impossible  car  iiQ.)  est  un  entier  ^  i. 

iMais  i  est  le  nombre  de  l'idéal  de  plus  petite  norme^  il  faut  donc 
que  n(j3)  =0  et  par  suite  (^  =  o,  c'est-à-dire 

a,«   +  X'.  =  0, 

ce  qu'on  peut  exprimer  ainsi.  Etant  donné  un  nombre  y.i  on  peut 
trouver  un  entier  rationnel  \  u\  <C\  2\/d'  tel  que  a.,u  soit  divisible 
par  :. 

Ce  l'acteur  11  n'est  pas  nécessairement  le  même  pour  les  trois 
nombres  a,  et  il  n'est  certainement  pas  le  même  pour  les  idéaux 
différents  a,  o,,  etc.  Désignons  par  A  le  produit  de  tous  les  nombres 
positifs  entiers  rationnels  <  2  [  v'rf  |  les  produits  des  trois  nombres 
<le  bases  Aai,  Ac/.i,  Aaa  sont  divisibles  par  •-,  et  par  suite  pour  tout 
entier  a  de  l'idéal  le  produit  Aa  est  divisible  par  '-. 

Kn  tenant  compte  de  la  loi  qui  précède 

(A)a  =  (Aaj.  Ao(„  Aa^,  At.   ...)  =  -.  (X,,  l,,  l,.  A,  ...), 

c'est-à-dire 

(A)n  =  (Ofi 
ou  encore 

a  =  6. 

c'est-à-dire  que  tout  idéal  a  du  corps  est  équivalent  à  un  autre 
idéal  6  qui  contient  A.  A  est  un  nombre  fini  lorsque  d  est  fini. 
Mais  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'idéaux  qui  contiennent  A.  Par 
suite  il  faut  qu'il  soit  possible  de  trouver  un  nombre  limité  h 
d'idéaux 

61  62,  ....  bk, 

tels  que  tout  idéal  ri  du  corps  soit  équivalent  à  l'un  d'entre  eux  et 
à  un  seul.  Ou  encore  : 

Le  nombre  des  classes  du  corps  A(-)  est  limité. 

En  second  lieu  soient  k{^)  un  corps  imaginaire  et  supposons 
que  a,  y.i,  a,  t  aient  le  même  sens  que  dans  le  cas  du  corps  réel, 
seulement  ici  a,,  a  sont  des  nombres  imaginaires. 

Nous  chercherons  encore  à  former  un  entier 

p  =  'y-u  -f-  i(wia?  -+-  0X2J  -h  oi-iZ), 


.-6 

tfl  que 
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nQ)<\n['.)\         ou         ^==0. 


Soit  a'  la  racine  conjuguée  imaginaire  de  a,  et  y."  sa  racine  con- 
juguée réelle,  nous  ai)[)licjuerons  le  théorème  de  Minkowski  aux 
quatre  formes  linéaires 


de  telle  sorte  que 


n 


-._'_,? -3').         r 


?') 

^/-i 

7-S-  (?  ■+-  ?'J 

^■"i 

1    P"  1  <  V.3 

75 

^•/-4 

où  nous  poserons 


et 


P  =  7jU  -h  iaj,a;  -h  uo.,j  - 
y.jy.37.4  =  2  I  or.n  i  •.)  [. 


•.a>3Z 


Si  l'on  fait 


^   VV/2J  \s/3/     ^ 

=  /.f/.3<  i(n  ('.)).  ^ 

D'oiî  nous  tirerons  les  mcmc  conclusions  que  tout  à  l'heure. 
Donc  d'une  façon  générale  : 

Le  nombre  h  des  classes  de  tout  corps  k{^)  est  un  nombre  fini. 

Théorème.  —  Si  rt  est  un  idéal  non  principal  du  corps  il  existe 
toujours  un  idéal  b  qui  n'est  pas  non  plus  un  idéal  principal  tel  que 
le  produit  a  .  b  soit  un  idéal  principal. 
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Dénioiislralion  :  Soit  tt  un  itlcal  uon  principal,  lormons 
n.  n-,  a\  ... 

Ces  puissances  se  réparlissent  en  un  nombre  fini  de  classes,  on 
peut  admettre  que  o'"^''»  est  la  première  puissance  qui  est  équiva- 
lente à  une  puissance  inférieure  n'". 

Soit  donc 

(l'"-i ''I  c;v:  a'" 
OU 

(a)a'"+''i  =  (?)a"' 
ou  bien  encore 


(1) 


fn-rlt. 


(X)r 


oïl  a,  ^j  sont  des  entiers  du  corps  lx{^). 

Il  s'agit  de  montrer  que  rt''i  est  un  idéal  principal  égal  à  ().). 
Pour  cela  nous  démontrerons  que  le  nombre  ).  défini  par  l'égalité 
(i)  est  un  nombre  entier. 

Pour  cela  nous  remarquerons  tout  d'abord  que  tous  les  nombres 
de  l'idéal  a"'^'\  sont  des  nombres  de  d'",  car  on  obtient  o'"+''i  en 
multipliant  a'"  par  a''i.  Si  alors  on  désigne  par  a^,  a^,  a?  une  base 
de  l'idéal  û'",  ).ai  est  un  nombre  entier  car  c'est  un  nombre  de 
l'idéal  fl'"+''i,  et  alors /ai  peut  s'exprimer  ainsi 


c'est-à-dire 


Xi  —  X 

Xi 

X-i 


J3 


o, 


les  X  et  y  étant  des  nombres  entiers  rationnels  ).  satisfait  à  une 
équation  du  3"  degré  dont  tous  les  coefficients  sont  entiers,  le  coffi- 
cient  du  terme  le  plus  élevé  étant  égal  à  i,  /  est  un  entier  algé- 
brique. 

Soit  maintenant  |5  un  nombre  quelconque  de  l'idéal  a''i,  j'Bai. 
j'iaa,  jSy-a  sont  tous  des  nombres  du  produit  idéal  (X)a"'.  Si  l'on 
leprésente  ces  trois  nombres  au  moyen  de  la  base  ).a,,  ).7.2,  ^.^-a  de 


'^7^  TIIÉOIUE    J>E>    NOMbUliS 

{À)n"'  cl  que  l'on  élimine  a,,  a^,  a^  entre  ces  trois  équations  on 
obtient  [)onr  |- une  équation  du  troisième  degré  à  coefficients  en- 
tiers comme  précédemment,  c'est-à-dire  que  v-cst  un  nombre  entier 
du  corps. 

Tout  nombre  de  tt'''  est  divisible  par  X,  c  est-ù-dire  que  a''«  est 
divisible  par  )., 

û^.  =  (X)j. 

On  a  donc 

a'"+''i  =  n"'.n''i  =  «'"('•)  j. 

où  j  est  un  idéal  du  corps. 
L'équation  idéale 

f^m■rh^  ^  (X)  Û'" 

donne  de  plus 

a'"(X)i  =  iX)a"'. 

ou  comme  on  peut  diviser  par  À 

d'oiiil  résulte  finalement  que  l'idéal  j  contient  aussi  le  nombre  i(')r 
c'est-à-dire  que  rt''i  =  (X)  est  un  idéal  principal. 
De  l'équation 

n''i  =  (X)  =^  1 


(')  En  effet  tout  nombre  du  produit  û'"j  est  un  nombre  de  II'"  et  récipro- 
quement. Soit  '.^,  '.J,  '-,  la  base  de  |,  il  est  évident  que  tous  les  nombres  de  û'" 
peuvent  être  mis  sous  la  forme 

où  À|.  Ào,  A3  sont  des  entiers  quelconques  de  li{^)  et  xi,  j,-,  r,-  des  entiers 
ralioiHiels,  Comme  d'autre  part 

»,2,  +  Ooa.j  4-  0333 

peuvent  représenter  tous  les  nombres  de  rt"',  on  peut  déterminer  les  X,-,  Xi.ji.r,- 
de  telle  sorte  que  X,(x,'.i  +  jitj  -^-  Zi\^)  représentent  pour  i  =  i,  2,  3  trois 
entiers  rationnels  premiers  entre  eux  qui  appartiennent  à  l'idéal  J.  et  qui  com- 
binés linéairement  entre  eux  d'une  manière  convenable  au  moyen  de  coeffi- 
cients entiers  rationnels  donneront  l'uniLé. 


LES    CORPS    DU    TROISIÈME    DEGRÉ  279 

il  résnile 

a'+''i  =  n .  n''i  =>>5  o,        o-+''i  «^  a-,  etc., 

antrcMiient  dit    il  faut    faire   m  =  i,    et  d'après   l'iiypolhèse   les 
idéaux  n.  n- a''i-'  ne  seront  pas  équivalents  entre  eux. 

Soit  alors  a  un  idéal  non  principal  du  corps  6  =  a''!"*  est  nn 
autre  idéal  non  principal  ayant  cette  propriété  que  (ib  est  un  idéal 
principal. 

A  l'aide  de  ce  théorème  nous  pourrons  en  énoncer  d'autres  qu'il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  démontrer  à  nouveau. 

Théorème.  —  Soient  a,  b,  C  trois  idéaux  dillérents  de  zéro,  tels 
que 

ac  =  5c, 
on  a  aussi 

On  a  aussi  la  réciproque  d'un  théorème  précédent. 

Théorème.  —  Si  tous  les  nombres  d'un  idéal  a  sont  compris 
dans  un  idéal  b,  a  est  divisible  par  6. 

Et  on  peut  encore  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  rt 
et  de  b  est  l'idéal  qui  contient  à  la  fois  les  nombres  de  rt  et  de  t>. 

Enfin  on  a  le 

Théorème.  —  Lorsqu'un  idéal  premier  \>  divise  le  produit  de 
deux  facteurs  il  divise  au  moins  l'un  des  facteurs. 

Tous  ces  théorèmes  réunis  sont  identiques  au  théorème  qui  dit  : 
Tout  idéal  n'est  décomposable  que  d'une  seule  manière  en  idéaux 
premiers. 

En  voici  une  conséquence  importante  :  Tout  idéal  premier  ^  du 
corps  divise  un  nombre  premier  rationnel. 

En  effet  on  peut  déterminer  un  idéal  î  tel  que  le  produit  ^  .  i  =  (a) 
soit  un  idéal  principal.  Mais  comme  (a)  (a')  (a")  =  a  est  un  entier 
rationnel,  V  divise  a,  et  par  suite  un  facteur  premier/)  de  a  (et  un 
seul). 

En  raisonnant  maintenant  comme  au  n°  i6  nous  verrions  que  le 
nombre  Ai  tel  que  a''i  à  un  idéal  principal  est  un  diviseur  du 
nombre  h  des  classes. 

La  suite  a,  a-,  ..-,  n'''  s'appelle  la  période  de  l'idéal  0. 

Nous  démontrerons  le  théorème  suivant  qui  permet  le  calcul 


28o 
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ntimérifuic  Ao^  idéaux  de  corps  déterminés  sans  écrire  un  nombre 
illimité  de  n<^inl)res. 

Théorème.  —  Il  existe  dans  tout  idéal  non  ])rincipal  n  <I'un 
corps  k{^)  deux  nombres  a  et  a,,  tels  que  n  puisse  être  considéré 
comme  le  plus  grand  commun  diviseur  de  (a)  et  de  (ai),  c'est-à-dire 
qu'on  puisse  poser 

a  =  (a.  «,). 

Démonstration  :  Soit  a  un  nombre  de  l'idéal  o  tel  que 

{7.)  =  tt.b. 

où  b  est  premier  avec  n.  On  prendra  dans  o  un  deuxième  nombre 
«1  qui  n'est  pas  situé  dans  b  tel  que 

(=ti)  =  o.c, 

6  et  c  seront  nécessairement  premiers  entre  eux,  et  l'on  voit  que  a 
est  le  plu?  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  ai,  c'est-à-dire 

a  =  (a._  a,). 

Car  comme  b  est  premier  avec  c  on  peut   trouver  dans  b   un 
nombre  fj  et  dans  c  un  nombre  y  tel  que 

Tous  les  nombres  a,  de  n  peuvent  être  représentés  par 
et  en  elTet 

o,-  =r  a,p  -;-  cr.y  =  Àa  -h  X,7,. 

44.  —  La  norme  d'un  idéal.  —  >ous  dirons  qu'un  nombre  7. 
du  corps  /.(Sr)  est  congru  à  zéro,  suivant  le  module  |,  ou  que 

"  =  o  (j). 

si  a  est  contenu  dans  l'idéal  j.  Lorsque  a  ^  o  (j),  (a)  est  divisible 
par  f.  Deux  entiers  quelconques  a  et  ^  sont  dits  congrus  suivant  le 
module  j 

lorsque  leur  différence  appartient  à  l'idéal  j. 
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11  résulte  de  la  dcfinilion  que  doux  nombres  congrus  l\  uu  troi- 
sième suivant  le  mod  |  sont  congrus  entre  eux.  On  peut  répartir 
tous  les  entiers  en  groupes  tels,  que  tous  les  nombres  d'un  même 
groupe  soient  congrus  à  un  nombre  donné  suivant  le  module  j. 
Tout  nombre  appartient  à  un  groupe  et  h  un  seul,  et  tout  nombre 
d'un  groupe  détermine  ce  groupe. 

Si  l'on  prend  un  nombre  dans  cbacune  de  ces  classes  on  obtient 
un  système  de  nombres  entiers  que.  nous  désignerons  par  système 
complet  de  restes  suivant  le  module  j.  Tout  nombre  du  corps  n'est 
congru  qu'à  un  seul  nombre  de  ce  système  do  restes  suivant  le 
mod  |. 

Le  cboix  des  nombres  d'un  pareil  système  est  arbitraire  dans  de 
certaines  limites,  ^ous  désignerons  par  n{i)  le  nombre  des  entiers 
contenus  dans  un  système  de  restes  complet,  il  prend  le  nom  de 
Norme  de  l'idéal  j. 

Théorème.  —  Soit  n  un  idéal  du  corps  dont  la  base  est  formée 
par 


je  dis  que 


^1    =«U^'^) 

-f-  flj.W,   +  «,3^0. 

«2  =  a^,w, 

+  «22^*^2  +  «2s^'J: 

S  =  «ai^i 

+  a-i.^i  -+-  a-y,^' 

n{a)  =  I  (aiia22«3:i)  !• 


Démonstration  :  Au  lieu  de  prendre  pour  base  du  corps  une  base 
quelconque,  prenons  d'abord  comme  base  i,  ^i*,  w*  et  exprimons 
les  nombres  de  l'idéal  au  moyen  de  cette  base,  appliquons  pour 
trouver  la  base  de  l'idéal  le  raisonnement  que  nous  avons  iait  pour 
trouver  la  base  du  corps,  nous  verrons  qu'on  peut  cboisir  comme 
base  de  l'idéal  trois  nombres  de  la  forme 


a 

ai  +  «2^* 

«3  H-  a;fjû*  -f-  a-toi*, 


où  a  est  le  plus  petit  nombre   entier  positif  rationnel   divisible 
par  0  et  où  a.,,  a,  sont  aussi  des  nombres  entiers  positifs. 
On  obtiendra  des  nombres  incongrus  mod  (rt)  au  moyen  de 
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en  donnnnt  au  coclTicicnl  u  toutes  les  valeurs  de  i  à  a  à  a,  les  râ- 
leurs entières  de  i  i  a.^  à  u^  les  valeurs  entiers  de  i  à  «> 

AucuQ  de  ces  nombres  n'est  contenu  dans  o,  deux  d'entre  eux 
ne  peuvent  être  congrus  suivant  a,  mais  tout  nombre  est  congru  à 
un  de  ces  nombres  suivant  (i,  c'esl-à-dirc  que  nous  avons  là  un 
système  complet  de  restes  (').  Le  nombre  de  ces  restes  est 


On  a 


de  déterminant  (uiiU22"33)  =  ±  i- 
On  a 

ot,*  =  fc;,a),  -+-  6,i(o.^  -h  6,:,«U3.       (i  =  I,  a,  3), 

et 


a .  0 

j . 

a,,. 

I 

= 

u 

llOJ 

1  ~f~ 

u 

12^0 

+ 

U,aW;, 

a>' 

= 

". 

,aj, 

-+- 

u. 

jw-j 

H-- 

«2.  «^3 

^1,       b,^      b^ 
/>,,      b,^      b^ 


"12        "13 


I   «a 


a  O  O 
a,  «2  o 
a,     a,     a. 


=  ZJZ  a  .  a-, .  a-. 


l'^nfin  en  exprimant  y.i*,  y.i*,  y.*  en  fonction  de  a,,  a^.  aj  sui- 
vant les  formules 


avec  (i',,,  l'o,.  l'as)  =  ±  I,  on  a 


poui 


(i  ==  I,  2,  3), 


a.,,     a,, 


«i  = 

fla^i 

-f-  ai2'02 

-I- 

^. 

^2 

^3 

V 

= 

^21 

^22 

6,3     . 

V 

t.. 

^3  2 

^33 

V 

«,3^3 


a 

»'.3    1 

22 

^'23 

32 

V,3 

nr  aa,a. 


De  sorte  que  dans  tous  les  cas 

n(a)   =   f   ((11102203!)    I- 


')  Le  s\slème  des  restes  que  l'on  vient  d'établir  correspond  au  système  des 
plus  petits  restes  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels  où  i,  2,  ...,  a  forment 
un  reste  suivant  a.  On  pourrait  aussi   transporter  la  notion  de  restes   minima 

situt's  entre  —  ~  n  el  -  a  dans  le  domaine  des  nomijrcs  algébriques. 
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Le  nombre  n{a)  aa.xi-,  est  un  nombre  de  l'idéal  |  n(a)  |  :^  |  aa'a"  [, 
a  étant  un  entier  du  corps  représente  aussi  le  nombre  des  entiers 
du  corps  incongrus  suivant  (a).  Voir  n°  12. 

Théorème.  —  La  norme  d'un  produit  de  deux  idéaux  a  et  b  est 
égal  au  produit  des  normes  des  deux  idéaux 

/i  a.  0)  =  n(n)  ./i(6). 

Démonstration  :  Soit  a  un  entier  du  corps  divisible  par  rt  et  tel 

(2) 
que  —  soit  premier  avec  b.  Alors 

représente  des  nombres  incongrus  mod  (ttô),  si  S  parcourt  un  sys- 
tème complet  incongru  à  n  et  y;  un  système  complet  de  restes 
incongrus  à  (j.  Ce  système  contient  n{a) .  n{b)  nombres  ;  deux  de- 
ces  nombres  ne  peuvent  être  congrus  suivant  le  module  (ah)  et  tout 
entier  est  congru  à  un  de  ces  nombres  suivant  (ab)-  On  a  donc 

n{ab)  =  n{a)  .n{b). 

La  norme  d'un  idéal  appartient  à  l'idéal,  à  cbaque  idéal  rt  cor- 
respond donc  un  idéal  a  dit  réciproque  du  premier,  tel  que 

(n(rt))  =  ct.rt, 

pour  deux  idéaux  a,  t>  on  a  alors 

n{(i,  b))  =  a.â.bb. 

Appliquons  le  théorème  qui  vient  d'être  établi  à  un  idéal  pre- 
mier. 

Soit  \>  un  idéal  premier  qui  divise  /),  on  a  quatre  cas  possibles 
pour  la  base  normale  de  p  en  employant  les  notations  précédentes 


p,  ai 

+  i^*, 

«j  -r-  a■^'*  H-  i''^i 

p,  «1 

4-y)w*. 

«3  H-  Oi'"*  -t-  !'"! 

P'  «1 

-1—  itu*, 

«3  -T-  «;'"*  -+-  P^i 

p,  «. 

-^P'-\ 

a,i  -+-  a  M*  -4-  pojj 

;'est-à-dire  que 

n{v) 

=  r 

ou 

e  =  I,  2  ou  3, 

^S' 
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<•  csl  dit  le  degrû  Je  l'idéal  piciiiicr  ]}.  On  dislingue  donc  des 
idéaux  premiers  du  premier,  second  et  troisième  degré,  et  la  norme 
d  un  idéal  premier  p  est  toujours  une  puissance  y/  du  nombre  pre- 
mier rationnel  divisible  par  p. 

Nous  allons  pouvoir  établir  les  théorèmes  qui  permettent  le 
calcul  des  classes  d'idéaux  d'un  corps. 

45.  Les  théorèmes  de  Minkowski  qui  permettent  de  déter- 
miner les  classes  d'idéaux.  —  Lcininc.  Tout  idéal  n  tlu  corps 
/.•(•-)  contient  un  nombre  a  tel  tpie 

1  n(^)|^n(n)!v^3I. 

Dé  mous  tra  lion  :  Soit  k{^)  un  corps  réel  et  a,,  7..,  7.^  la  base  de 
J 'idéal  a  sous  la  forme 

^i  =  ûaf»!  +  ai2'02  -h  a,Mi03       [i  =  i ,  2,  3). 

D'après  le  théorème  de  Minko\vski  on  peut  déterminer  trois  en- 
tiers rationnels  non  nuls  x,  y,  :  tels  que  les  valeurs  absolues  de 

/,  =  «lO:  ^  a.^  -\-  agC 
fi  =  ai'x  -+-  a/j  -f-  -U3"z 

soient  respectivement  <  x.i,  ^  /.i,  <  X3.  Xi,  y.i,  x.  désignant  trois 
nombres  dont  le  produit  est  égal  au  déterminant  des  formes  /,, 

y.i-/.//.3  =  I  (a,2o'ï3")  1  =  j  (ai,a^2«;):,a'(/|- 

Si  donc  on  Y>C)^e  f^  ^=  a,  /,  =^  y.',  f.  =  a",  a  est  un  nombre  de  a 
tel  (pie 

ou 

I  "W  1^1  «(rt)v'r/|. 

Si  /.-(Sr)  est  un  corps  imaginaire  h(^')  étant  le  corps  imaginaire 
conjugué  et  k{^")  le  corps  réel  conjugué  nous  poserons 


/i  =  -F  I  (*i  -^  ^i')^  +  («-2  -f-  a-2')y  -I-  («3  -4-  «a') 2  {. 


/2=    7^    }(='l—  «1')^  —  (^-2  —  «/)V-h(«3  —  «s')^»- 

y/—  2 
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On  loia  /.[  —  ■/.,,  on  voit  comme  prcccdemmcnt  que  le  théorème 
est  vrai  pour  les  corps  imaginaires  car 

comme    /;=  -f-/.^  ==  (/,  +  /^T,/.)  7,  —  '/—if.)] 
f-  -J-  P 

Nous  allons  pouvoir  démontrer  le  théorème  fondamental. 

Tliéorcmc.  —  Toute  classe  d'idéal  contient  au  moins  un  idéal 
dont  la  norme  est  plus  petite  en  valeur  absolue  que  la  racine  carrée 
du  déterminant  du  corps. 

Démons Iration  :  Soit  a  un  idéal  du  corps  k(^)  est  a  un  idéal 
tel  que 

(1)  ^  a.a- 

Il  existe  dans  a  un  nombre  â  tel  que 

n(a)^n(à)lv/^|. 
à  est  divisible  par  a,  c'est-à-dire 

a  =  rt  .  (Il, 

n(rtûi)  =  n(â)  ^  n(ô)|vT/I, 

par  suite  aussi 

n(rtO  ^  (  V7/  |. 

Comme  (a)  :=  oâ  et  que  (â)  =  aOi  il  s'ensuit  que  a  est  équi- 
valent à  (l'i  avec  la  propriété  n  ai)  ^  |  vV/ 1. 

Pour  trouver  le  nombre  des  classes  d'un  corps  quelconque  A'(.^) 
d'une  façon  directe,  il  suffit  donc  de  décomposer  en  facteurs  les 
nombres  premiers  rationnels  positifs  ^\\/cl\  et  de  voir  quels  sont 
parmi  ces  facteurs  ceux  qui  sont  équivalents. 

46.  Le  calcul  des  idéaux  premiers  dans  le  corps  kl^).  — 
Soit  un  corps  déterminé  par  le  nombre  .v,  racine  de  l'équation  irré- 
ductible 

G[x)  =-  x'  -f-  aix^  -\-  a^x  -\-  a^^  o. 

11  s'agit  de  trouver  les  idéaux  premiers  |J,  Vi,  efc,  facteurs  du 
nombre  premier  rationnel  p. 
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Nous  supposerons  d'.ihoid  (|ue  /)  ne  divise  pas  (/(-),  c'est-à-dire 
soit 

d{^)  ^  o  (/)). 

On  a  vu  que  tout  itiéal  peut  ôlrc  considéré  comme  le  plus  grand 
diviseur  de  deux  nombres  du  corps 

p  =  [p,  »). 

a  ('tant  un  entier  du  corps.  Si  l'on  suppose  que  p  ne  divise  pas 
(I{'^)  on  peut  mettre  a  sous  la  forme 

a  +  6=;  -f-  c=r^ 

a,  /^  c  étant  entiers,  comme  nous  allons  le  voir. 

Nous  avons  vu  que  la  base  d'un   corps   peut  être  mise  sous  la 
forme 

—  A  -t-  Oj  -f-  .'î  A'^  —  a,  A  -4-  a,  -t-  Xb  -+-  Sr* 


^ ^,  _  ^  .      .-,  —  ^^^^^ 

oij  D-  et  D,  sont  des  diviseurs  déterminés  de  rf(sr). 
On  peut  donc  écrire  pour  tout  entier  a 

a  -h  6s?  -H  es* 

"^  =  — d^d; — 

Soit  maintenant  ^  le  plus  grand  commun  diviseur  de  p  et  de  a, 
il  sera  aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  de  p  et  de  D-Dia,  car 
comme  p  ne  divise  ni  D  ni  D,  ^j  est  premier  avec  D'-D,.  11  reste  à 
distinguer  deux  cas,  suivant  que  D-D,a  est  du  premier  ou  du 
second  degré  en  .=? 

p  =  (p,  a  -r-  6=f). 

p  =  [p,  a  -+-  b-s  -\-  ex:-). 

Soit  d  abord 

(i)  p  =  {p,a-+-  6=?), 

où  6  est  premier  avec  p.  Comme  l'idéal  renferme  en  outre  toute 
combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  de  p  et  de  a,  c'est-à-dire 
les  nombres 

(•i)  a;.p=;^- v(a+  6=:), 
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il  renferme  aussi  un  nombre  de  la  furme  —  A  -h  .^  (où  A  est  un 
entier  rationnel)  car  on  peut  toujours  déterminer  x  et  y  de  façon 
que 

px  -\-  hy  =^  \. 

Alors 

41  =  (p.  —  A  +  H:). 

car  de  /)  et  de  —  A  -i-  2r  on  peut  toujours  déduire  par  des  combi- 
naisons linéaires  (avec  des  nombres  premiers  à  /;) 

a  -h  62?. 

Il  ne  reste  qu'à  déterminer  A,  pour  cela  multiplions  —  A  -j-  2r 
par 

(-  A  +  ^')  (-  A  +  £;") 

qui  appartient  au  corps,  nous  obtenons 

—  A'  —  «lA*  —  ojA  —  03, 

<;'est-à-dire  un  entier  rationnel  dififérent  de  zéro  qui  doit  être  divi- 
sible par  /).  A  est  donc  une  solution  de  la  congruence 

(3)  x^  H-  diX^  -h  a-iX  -h  aj  ^  o  (p). 

Si  cette  congruence  n'est  pas  possible  p  n'a  certainement  pas  de 
diviseur  de  la  forme  (i). 
Deuxièmement,  soit 

|)  :=  (p,  a  -h  6=;  H-  c2r2), 

et  supposons  c  premier  avec  p  ;  on  verra  comme  précédemment 
qu'il  est  permis  de  faire  c  =  i ,  c'est-à-dire  que 

(4)  |ï  :=  (p.  a  -4-  te  -+-  ^% 

et  j)  ne  contient  des  nombres  de  la  forme  ai  -f-  6i2r'  que  si  ai,  h^ 
sont  tous  deux  divisibles  par  /)  ;  sans  quoi  V  se  ramènerait  à  la 
forme  (i). 

Multiplions  a  -H  6=7  +  cS?'^  par  z  +  £?  où  ^  est  encore  indéter- 
miné, en  vertu  de 

=r'  H-  a,£r2  -+-  a,2?  -h  a.  =  o 
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on  a 

y  =  (p,  a  +  6^  +  rt;-.  a:-h(«-l- /^)i.^-1-(/>-hr,.'î--f-^\  03  +  a,=:-|-aiS?'-t-5;\ . . .) 
=  {p,  a  +  brS  -I-  'n^,  nz  —  nj-r-(<i-f-  h:  —  a>)-  -h  {b -\- z  —  al)-^  .-.). 

Délcruiinons  c  de  façon  que 

b  —  n,  H-  r  ^  o  (/»). 

(Jn  voit  d'après  la  remarque  que  nous  avons  laite  à  propos  des 
idi'auv  de  la  forme  ai  -t-  /m-  que 

a  -h  b:  —  a-y^  o  {p), 
az  —  ai  =  o  (/j). 

il  en  résulte  que 

(5)  (a  -+-  b'::  -h  ch^)  (r  H-  S?)  =  Os  -h  a..V  -+-  o^r:-  H-  3;'  (/>;. 

On  obtient  par  conséquent  a,  6,  a  -h  ^S;  -f-  cH;-  lorsqu'on  décom- 
pose suivant  le  module  p,  U)  -+-  a.,?:  -+-  a{r:-  -+■  xr^  en  un  produit 
d'un  facteur  linéaire  et  d'un  lacteur  du  second  degré. 

La  recherche  des  idéaux  qui  divisent  un  nombre  premier  p  est 

ramenée  à  la  reciierche  des  racines  de  la  congruence 
V  ° 

(G)  x^  -h  a,x-  +  a-iX  -i-  aa  ^  o  (p). 

Rappelons  les  théorèmes  relatifs  à  cette  congruence. 

1 .  Si  A  est  une  racine  de  la  congruence  (6)  on  a,  suivant  p 

x^  -h  a,.T^  -h  a^x  -^  ai^{x  —  A)/,  [x)  ^  o  'p), 

où  fi(x)  est  une  fonction  entière  du  second  degré. 

2.  La  congruence  (G)  ne  peut  avoir  plus  de  3  racines  distinctes. 

Comme  la  décomposition  de  (p)  en  idéaux  premiers  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière,  nous  pouvons  formuler  les  théorèmes 
suivants  : 

I.  Si  la  congruence  (6)  n'a  pas  de  solution,  [p)  ne  peut  être 
décomposé  dans  le  corps,  c'est  un  idéal  du  troisième  degré. 

II.  Si  la  congruence  (0)  n'a  qu'une  seule  solution  x  ^  A.  on  a 

(7j         x^  H-  a^x-  -T-  a-zx  -r-  Oj  ^  (a;  —  A)  (x^  -+-  bx  -\-  a)  {p), 
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{p)  est  divisible  [)ar 

(8;  p  =  {p,  —  \  -h  Sr).         |j|  =  (p,  a-hb^  -i-  c=?2), 

^,  \>i  sonl  des  idéaux  du  premier  et  du  second  degré,  et  on  a 

(p)  =  v-Pi- 

m.  Si  la  congruencc  (6)  a  trois  racines  Ai,  A,,  A:;,  c'est-à-dire 
si 

(9)  x^  -h  a^^x-  -f-  a^x  -h  a-i^  {x  —  A;)  {x  —  Ao)  {x  —  As)  (p), 

p  est  divisible  par  trois  idéaux  du  premier  degré 

Vi  =  iP'—  Ai  +  s?)         (i  =  1 ,  2.  3), 
-et  on  a 

(10)  (p)  =  p,  .  V2  •  Va. 

Supposons  maintenant  que  p  est  un  diviseur  de  d('-^).  La  ques- 
tion devient  beaucoup  plus  dillicilc.  Il  nous  suffira  d'indiquer  les 
résultats,  quant  aux  démonstrations  nous  renvoyons  le  lecteur  aux 
auteurs  indiqués  plus  loin. 

Nous  ferons  cependant  les  considérations  suivantes  : 

Lorsque  (/(s?)  ^  o  (p),  la  congruence 

x^  -+-  ayx-  -+-  a-iX  -f-  «3  ^  o  (/)) 
a  une  racine  multiple  jî  =  Ai,  on  a  ou  bien 

x^  H-  a,x-  -i-  a.^x  ~\-  «3  ^  [x  —  Ai)-  [x  —  Ao)  [p) 
ou  bien 

x-^  -t-  a,a--  H-  a.fc  -\-  a^  ^  {x  —  Aj)^  (p). 
Car  si 

G'(.t)  =:  3.T^  -+-  2rj,x  H-  a- 

■est  la  dérivée  de  G'x  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

G(.t)  =  o(p)         et         G'(j-)=o 

aient  une  racine  commune  est  d(^)  ^  o  {p)  comme  on  peut  le  voir 
par  l'élimination  de  x. 

Sommer.  —  Tliéorie  des  noiiiljrcs.  nj 
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Soit  A  la  racine  commune  de 

G(x)  =  o         et         G'{x)  =  o{p], 

et  soit 

G(x)  =  (T-A)/.(a-)(p}. 
G'(t)  =/,(x)  -t- (.r  -  A) //(rr)  f/,). 

D'après  cela  on  voit  que  G'(a"^  ne  peut  èlic  divisible  par  x  —  A 
suivant  le  module  p,  que  si 

f,{x)  =  {x-\)Mx){p), 
c'est-à-dire  que  G  (x)  ^  o  (p)  a  une  racine  double 

G{x)  =  (x  —  \Yf,'x)  Ip). 

On  pourrait  croire  que  /;  est  alors  divisible  par  le  carré  d'un- 
idéal  premier,  ce  n'est  pas  toujours  vrai.  On  a  le  théorème  énoncé 
par  Dedekind  et  démontré  par  Hensel  (')  : 

Théorème.  —  Tous  les  nombres  premiers  et  ceux-là  seulement 
qui  divisent  le  discriminant  d  du  cùr[)s,  sont  divisibles  par  le  carré- 
d'un  idéal  premier. 

Nous  avons  su  démontrer  lacilcment  ce  théorème  dans  le  cas  du 
corps  quadratique  et  nous  pouvions  soupçonner  ce  résultat.  Il  faut 
entendre  que  si  p  divise  (/  il  contient  p-  ou  pK 

Pour  démontrer  ce  théorème  et  en  général  pour  décomposer  les 
facteurs  premiers  contenus  dans  (/(.:;),  il  faut  prendre 

p  =  Q),  «w  -+-  b-^i  H-  cu).2,  ...), 

en  considérant  u,  m,  u^  comme  des  variables  on  pose 

t  =:   UU)    H-    «iW]    +    UMo, 


i',  R.  Deoekind.  —  Lebcr  den  YAisamnienhamj  dcr  Théorie  der  Idéale  iind  der 
hôheren  konanienzen.  AUtand.  der  malfi.  Klasse  der  Icijl.  GeseUscltaft  der  Wissen- 
chafien  :a  GoUingen. ,  a3  Band.,  1878.  l  ne  démonslralion  toute  ditTciente  est 
due  à  K.  He:«sel,  Untersuchung  der  Fundamentahjleiclumg  einer  Gattung  fiir  cine 
réelle  Priin:ahl  als  Modal  und  Intersuchting  der  Te'dcr  dcr  Diskriininanle,  Grellcs 
Journ.,  n3,  Bd.,  1894. 

Voir  HiLBERT.  —  Zahlberichl,  cliap.  iv. 

Voir  encre  Hensel.  —  Jahresber,  d.  d.  Malli.  ]'er.,  Bd.  6,  und  Golt.  Nachr., 
1897,  Crclles  Journal.  127,  128,  129. 
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cl  on  donne  à  celte  forme  des  variables  u,  u,,  u^  le  nom  de  forme 
Ibndamonlale  du  corps,  elle  satisfait  à  une  équation  du  troisième 
deyré 

F  =  (x  —  ^){x-  r)  {x  —  r')  =  x'  -Y-  U.x^  +  \],x  -+-  U3  =  o 

dilc  équation  fondamentale. 

Soient  trois  fonctions  à  coefficients  entiers  rationnels 

F,(a*,  «,  Uj,  Ui)       pour       i=  i,  2,  3, 

telles  que 

F.  =  F,  +  F3  ip). 

quels  que  soient  x,  a,  iii,  u>  on  dit  que  Fj  est  décomposable  suivant 
le  module  p  ou  que  Fi  est  divisible  par  F^  et  F3  suivant  le  mo- 
dule/). 

Si  d'autre  part  F,  n'est  divisible  que  par  une  autre  fonction  con- 
grue elle-même  à  Fj  (p)  ou  à  un  nombre  rationnel  suivant  (p)  on 
dit  que  Fj  est  une  fonction  première  suivant/). 

On  a  alors  les  tliéorèmes  suivants  pris  textuellement  dans  le 
traité  de  M,  Hilbert. 

I.  Si  p  est  un  idéal  premier  de  degré  /  contenu  dans  p  il  y  a 
toujours  une  fonction  P{x,  11,  «,,  u.,)  de  degré  /en  x,  telle  que  si 
on  remplace  x  par  |  elle  ait  les  propriétés  suivantes  : 

Les  coefficients  des  puissances  et  des  produits  de  u,  «i,  lu  sont 
tous  divisibles  par  p  et  ne  le  sont  pas  tous  par  p-,  et  ils  ne  sont  pas 
divisibles  non  plus  par  un  idéal  différent  de  p  contenu  dans/). 

II.  Si 

{p)   =  ^i^i^/2^J3'3, 

on  a 

OÙ  Pi,  Po,  P3  sont  des  fonctions  premières  distinctes  suivant  p  de 
X,  u,  iii,  «2  et  de  plus  si  on  pose 

F  =  Pi^iP.^^Ps^s  +  p*, 

O  est  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  rationnels  de 
X,  II,  iiy,  ii>  qui  n'est  divisible  suivant  p  par  aucune  des  fonctions 
premières  Pj,  P2,  P3. 
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Le  théorènic  II  en  purliculicr  rcnreriac  luus  les  clcmenls  néces- 
saires pour  décomposer  un  nombre  [)iemicr  yj. 

Par  exemple  Vi  contient  les  nombres  (pie  l'on  obtient  en  rem- 
plaçante; par  la  forme  fondamentale  |  dans  Pi.  D'ailleurs  il  n'est 
nécessaire  d'a[)pliquer  le  théorème  dans  tonte  sa  généralité  cjiie  si  p 

est  contenu  dans  -  ,    ,  car  on  a  le 
a 

Théorème.  —  Soit  .v  déliui  par 

G(x)  r=r  X^   -t-  QiX^   -+-   a^   -h   Oj  =  G 

et  p  un  nombre  [)reniier  rationnel  tel  que  7  ^  o  (y/),  toute 
décomposition  de  G(j:)  suivant  le  module/* 

G  (a;)  =  Gi(.T;'iG2(3-/i(;,(.ï:)''3  [p] 

nous  donne  la  décomposition  de  p  en  idéaux  premiers  du  corps  =; 
sous  la  forme 

{p)  =  (y..  G,(2:))'.  ,/,.  G,(.^;  )'2(/,.  G3(2;))^3. 

On  trouve  de  nombreuses  a[)plications  numériques  des  dévelop- 
pements de  ce  chapitre  dans  la  «  Gottinger  Dissertation  ce 
L.-\A  .  Reid  )).  Nous  y  puiserons  les  exemples  suivants  : 

i"  Exemple.  —  ^  racine  de 

a;'  +  .T  -h  i  =  o, 

r/(Sr)  =  —  3i  et  aussi  d  =  —  3i.  On  peut  donc  prendre  pour 
base  I,  -,  s?-.  Pour  déterminer  le  nombre  dos  classes  il  faut  décom- 
poser 2,  3  et  5. 

Comme  ces  nombres  sont  premiers  avec  <L  il  suffit  de  décom- 
poser 

X^  -+■  X  -h    I   =  o 

suivant  les  modules  2,  3  et  5.  On  trouve  que  2  et  5  ne  se  décom- 
posent pas,  tandis  que 

3  =  (— S-f-  i)  (=:2  4-S:  +  2;. 

On  a  donc  /t  =  i .  On  trouve  les  unités 

r:       et       S;  H-  I . 
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2°  Exemple.  —  =;  est  racine  de 

a-^  +  6.C  -h  8  =  o, 
(l(o;)  = —  2092  --  —  2* .  3\  On  peut  prendre  pour  base  i,  2?, 
"  .  il  en  résulte  d  =  —  2  ' .  3',  il  vient 

(3)  =  (3.=r-iV'. 

(5)  =  (5.  Sr  —  l)  fô.  2  -+-  Hr  -4-  &'). 

(7)  ==  (7.  •'^  -  2)  (7.  3  +  x^  +  =r-^). 

Ces  idéaux  se  répartissent  en  trois  classes.  On  trouve  enfin 
comme  unité  ."î  -h  i. 

3"  Exemple.  —  x'  —  8x  H-  4  =  o. 

f/(s?)  =  -f-  1616  =  2^ .  ICI.  On  peut  prendre  comme  base  1,  -, 

— ,  d'oii  c/  =  2- .  ICI .  Il  vient 
2 

2  =  Z'^)'  (i33.t72  -H  68=7  —  1023). 

3=:(S:-i)(.^^  +  =;-7). 

Le  nombre  des  classes  /i  =  i  et 

2.'?  —  I,         i32.^-  -h  68Hr  —  1023 

sont  parmi  les  unités. 

47.  Les  unités  du  corps  kf?;).  —  Parmi  les  nombres  il  en  est 
d'une  importance  particulière,  ceux  dont  la  norme  est  ±  i  et  que 
l'on  désigne  par  le  nom  :  unités  du  corps. 

Soit  c  un  pareil  nombre,  c'est-à-dire 

&£   c-      ■       '        1  , 

il  en  résulte  d'abord  que  -  est  un  entier  du  corps,  car 

=v.  =  ±_L, 

z 
et  ze"  est  un  entier  du  corps  /.■(•^). 
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Il  csl  cvitlent  fjiic  ±  i  sonl  les  unités  les  plus  simples.  De  [)lus 
si  £  est  une  unité  dn  corps,  tout  nombre  ±  s'  où  c  est  un  exposant 
entier  positif  on  néf^'atif  est  aussi  une  unité,  car 

Dans  le  cas  où  le  corps  /,(.'=)  est  réel  ainsi  que  tous  ses  conjugués, 
£  ne  peut  être  une  racine  de  l'unité  d=  1,  en  tant  rpic  ces  racines 
sont  imaginaires.  Si  /.•(-)  est  réel  et  si  A'(-'),  /«(-^  )  sont  imaginaires 
on  ne  peut  encore  avoir  comme  unité  du  corps  d'autre  racine  de  i 
que  ±:  i . 

En  eflet,  supposons  par  exemple  que 

,         «2?'^  H-  6=7'  -H  c 

r,    =  ^ 

soit  une  racine  imaginaire  de  l'unité  dans  />•(•-'). 

Les  nombres  conjugués  r/'  et  v^  seraient  aussi  des  racines  de 
l'unité,  mais  alors  on  aurait  y;  =  ±  1  et  on  aurait,  en  coelFicients 
entiers  et  rationnels  a,  h,  c  l'équation 

a-:'-  +  6.^  +  c  =:  =t  N. 

Mais  comme  par  définition  t:  satisfait  à 

r:^  -t-  rr,L--  -r-  a.,?:  ~h  rr,  =  o, 

^,  racine  commune  à  ces  deux:  équations  serait  un  nombre  ration  - 
nel,  ce  qui  est  contraire  à  notre  liypothèse.  Il  faut  donc  que  a  =t>, 
6  =  o,  c  =  ±:  N  et  par  suite  r/  =  ±  i . 

On  voit  de  même  que  toute  unité  £  est  du  corps  telle  que  £  i  =1 
est  égale  à  ±  i,  car  si  £  est  réel  |  £  j  r=  1  exige  £  =  ±  i.  Si  £  est 
imaginaire  |  £  j  r^  1  nous  donne  |  £'  j  =  |  £  [  =  i  |  s'  |  =r  i  d'où 
l'unité  réelle  £"  =  d=  i  ainsi  que  £  et  c  . 

Ceci  posé  nous  démontrerons  le 

Théorème  (').  —  Dans  tout  corps  (réel  ou  imaginaire)  /.(-)  du 
troisième  de^^ré  il  existe  une  uni  lé  diiVérente  de  ±  i. 


(^';  l'.-(i.  LiiJEL^iE-DiuiciiLLT.  —  OEuvifs,  l.   !,  [).  6\u.  l'arlics  du  ihéorôme 
général,  ibid.,  p.  662  et  pour  des  nombres  cubiques,  p.  (î3:j. 
H.  MiNKOWSKi.  —  Géom.  der  Zalden,  ISr.  4^,  p.  137. 
D.  HiLBERT.  —  Dericlit,  cliap.  vi,  5;^;  ly  et  20. 
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La  démonstration  de  ce  théorème  difTère  peu  de  celle  que  nous 
avons  donnée  pour  le  coips  quadratique.  Nous  abrégerons  donc 
quelque  peu. 

Dcmonslralion  ;  I.  —  Supposons  d"abord  le  discriminant  d  du 
corps  positif,  c'est-à-dire  que  les  trois  corps  A-(=r),  k{^'),  A-(2?")  sont 
réels.  Soient  A,  A,,  A.,  trois  nombres  réels  positifs  quelconques 
dont  le  produit 

(i)  A.A,.A,  =  |v^7I. 

On  démontre  grâce  au  théorème  de  MinkoAvski  qu'on  peut  tou- 
jours trouver  un  nombre  a  dans  k[r:)  tel  que 

(2)  IH^A,         |a'|<A„         h.")<A,, 

comme  a  est  un  entier  du  corps  on  a 

I  aa'a"  j  ^  1 , 

et  par  suite 

et  par  conséquent 

On  a  donc  pour  a  et  ses  conjugués 

(a  -     -    -^ 


«^|aV| 

• 

I 
A^ 

ou 

1< 

I^ 

A 

(3)  A, 


\/'d 

A, 


A,  >  a" 

On  pourrait  écrire  la  dernière 

A  .  A,  =  I       I  =  A  .  A, 
Choisissons  dès  lors  trois  nombres 


\\^d\'  '       lv'7/i'  '         \,Q\    ' 
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tlunl  le  produit 

11  V  a  dans  h{'-:)  un  entier  fj  le!  que 


où  la  dernière  peut  s'écrire 

nn,  =  "  =  lîB, 

posons  à  nouveau 


^        r  =-^J-        c  =^i-. 


C.  =r7^i'       C* 


et  déterminons  un  nombre  y  comme  nous  avons  détermine  ^3. 
Comme  le  discriminant  |  r/ ]  ;^  i  on  volt  que  les  nombres  |a  [, 
I  j';  |,  ...,  ainsi  [  a'  |,  |  jS'  |  Ibrment  une  suite  décroissante  car  les  iné- 
galités précédentes  peuvent  s'écrire 

Tandis  qu'on  verrait  de  morne  que  les  j  a  |,  ]  ^j  |,  ...  forment 
une  siiite  croissante. 

Utilisons  maintenant  ce  fait  que  les  idéaux  principaux  (a),  (fj), 
(y),  ...  forment  une  suite  illimitée  d'idéaux  de  normes  ^  |  \'d  |  et 
remarquant  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  d'idéaux  dont  la  norme 
est  plus  petite  qu'un  nombre  donné. 

La  suite  (a),  (fi),  (y),  ...  contient  un  nombre  infml  d'idéaux 
égaux  entre  eux. 

Soit  (a)  =  (y)  et  |  a  |  >•  |  y  [,  le  quotient  £  =  -  représentera  une 

unité  différente  de  db  i . 

Les  inégalités  nous  montrent  que 

U'>i,  !^'l>i.  \'-"\<i 
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si  l'on  poso 

■r         ï" 

On  voit  d'ailleurs  que  (c)  ne  peut  être  égal  à  (s'). 

On  voit  de  mcmc  qu'on  peut  oblcTiir  une  unité  telle  que 

|rj>i.      lVi<i.      |-r;i>i. 

II.  —  Supposons  r/ négatif.  Supposons  /.•(.^)  réel  tandis  queA'(=;') 
A- (s?")  sont  imaginaires,  et  choisissons  A,  A,  réels  et  positifs  tels- 
que  AAî  =  |  v^S  |,  on  peut  alors  déterminer  a  de  façon  que 

(2a)  I  =«  I  ^A,  I  a'  I  ^A,, 

et  par  suite 


On  a  alors 
(3«) 

On  pose 

de  telle  sorte  que 


i-^£=i"^iw 


< 

'  1  V 


^1 


B=A  B,  =A,r/dl. 


et  on  construit  It  de  A-(.^)  tel  que 

I  M  ^B.         I  3'  I  =  1  p"  I  ^Bj. 

En  répétant  le  raisonnement  précédent  on  trouve  une  unité  £  de 
k{^)  différente  de  ±  i  et  ô',  ■"  dans  k{^')  et  A(sr"). 
Si 

hl>i.      h'l  =  h"l<i 

ou 

ir.   K,,  lr/l  =  |r;'|>    r. 

Nous  pouvons  énoncer  le  lliéorème  de  Dirichlct  que  nous  met— 
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Ions  SOUS  une  ioiiiic  j)crin<'llanl  de  l'appliquer  à  un  corps  quol- 
-confjue. 

Théorème.  —  Si   [)aiini  les  Uois  corps  conjugués  hi'-:),  />(-'), 

A(-  )  il  y  a  /•,  corps  réels  et  r.  =  — — -  couples  de  corps  conju- 
gues imaginaires,  il  y  a  dans  chacun  des  trois  corps  r,  -+-  /%  —  i  =r 
unités  fondamentales  (elles  que  toute  autre  unité  |  du  corps  puisse 
SG  montrer  d'une  seule  façon  sous  la  forme 

■5    -   -    t|     .,    ...    <:-r   '  • 

oii  <?,,  ...  e.i  désignent  des  exposants  rationnels  positifs  ou  négatifs. 

On  a  deux  cas  possibles,  /-,  =:  i,  r^  =  i,  il  y  a  alors  une  unité 
fondamentale. 

Ou  bien  r,  =  3,  r.^  =  o  et  il  y  a  deux  unités  fondamentales. 

Le  dernier  cas  est  le  plus  difficile,  M.  Minko\vsk.i  d'abord  et 
M.  Ililbert  ensuite  l'ont  démontré  complètement.  Nous  donnerons 
ici  la  démonstration  de  M.  Minkowski. 

Dcmonstralion  :  Soient  /;(-),  /.(-'),  ^{^')  les  trois  corps,  nous 
avons  vu  qu'il  y  a  deux  unités  £,  /;  telles  que  nous  avons  le  droit 
d'admettre 

IM>i.      h'l>ï.      I-^"l<i' 

I  rj  >   I .  I  r,'  |<  I .  l-r."  I  >  1  • 

Si  ç  est  un  nombre  quelconque  du  corps,  les  valeurs  réelles 
log  I  I  |,  log  I  I'  |,  log  I  I"  I  sont  dites  les  logarithmes  du  nombre  |, 
nous  les  écrirons 

/(?)=:  log  in,     /.(ï)  =  iogin.     /j;i-iogir;. 

et  comme  ££'ç "  =  ±:  j ,  si  ^  est  une  unité  les  logarithmes  d'une 
unité  satisfont  à 

(0  /= /^?) +  /,(?)  +  /,(?)=  o. 

et  d'autre  part  toute  unité  du  corps  sera  une  solution  de  l'équation 
/=o. 

Dans  le  cas  où  l'un  des  logarithmes,  ou  tous  les  trois  logarithmes, 
sont  nuls  ç  est  nécessairement  égal  à  =ir  i.  Donc,  trouver  les  unités 
du  corps  cela  revient  à  résoudre  l'équation  y  =  o  pour  des  valeurs 
des  logarithmes,  toutes  différentes  de  zéro. 
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Posons 

(^)  /,(^)  =  /«/(?)  -h  U  (S). 

et  déterminons  h  cl  A,  de  façon  que 

On  peut  prendre  par  exemple 

/..=-/(.)         et         /*-/,(^), 

car  /,  (y^)  est  négatif  puisque  |  v^'  j  ■<  [,  tandis  que  1{e),  /,(£),  /(vy) 
sont  positifs. 

On  peut  mettre  toute  solution  de  l'équation  (i)  sous  la  forme 

;      l{^=sJ{^)    -f-sj(-r,), 

(3)  U^)=5,^.(^)  +  «J,W. 

OÙ.  5i,  .ç^  sont  des  valeurs  numériques  réelles  quelconques. 

Ces  expressions  satisfont  identiquement  l'égalité  (i)  et  pour  tout 
système  de  valeurs  donné  /(|),  /i(|),  l.>{ç)  on  peut  calculer  s,,  s.^, 
et  cela  d'une  seule  manière  cary2(y;)  >>  o. 

Pour  ç  =  c,  (3;  nous  donne  5,  =  i ,  .f^  =  o, 

ï  =  r.,         s,  =  0,         s^  =  I. 

Nous  allons  montrer  maintenant  qu  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini 
d'unités  pour  lesquelles 

(4)  o  =  ^i  =  i'         o  <  s^  <  I. 

Si  cette  condition  est  remplie  pour  l'unité  ç  on  a 

I  m  I  ^  I  '(-0  i  + 1  ^(-0 1. 

c'est-à-dire  que  les  valeurs  absolues  1 1|,  ||'  |,  |  ^"f,  sont  inférieures 
à  des  nombres  finis  dé[)enclant  uniquement  de  s  et  de  y;.  Soit 

f  ^  a:  H-  VU),  -h  ca>2 


^ 
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un  cnlior  du  ("orps,  calculons  x,  y,  z  par  les  équations 

X  -h  w,y  H- tu,z  =r  ;, 
X  -4-  o)/y  -h  Wj'z  =  ;', 
X  -h  10, "y  -4-  u>/î  =  f, 

nous  obtenons  oc  =  ).,|  -f  X^ç'  H-  ÀaÇ  et  des  valeurs  analogues 
pour  y  et  z.  Si  les  j  1 1  sont  inférieurs  à  une  limite  déterminée  il 
en  sera  de  même  de  |  a;  ],  |  j  |,  |  c  |. 

Il  en  résulte quel'on  ne  peut  piendre  pour  x,  y,  z  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs  telles  que  |  ç  ],  |  2'  |,  |  |"  |  soient  inférieurs  à 
une  limite  déterminée. 

Nous  pouvons  répartir  toutes  les  valeurs  de  ç  représentées  par  (3) 
et  telles  que 

o  ■^s^  <i  i,         o  <  Sj  <<  I 

en  deux  classes. 

La  première  contient  les  unités  pour  lesquelles  .s\,  =  o,  la  seconde 
celles  pour  lesquelles  .s^  >-  o.  Alors  nous  déterminerons  dans  la 
première  classe  l'unité  i^  pour  laquelle  Sj  a  sa  plus  petite  valeur  S, 
dilTérente  de  zéro  ;  et  dans  la  seconde  une  unité  î.^  pour  laquelle  5^ 
prend  sa  plus  petite  valeur  S^. 

Il  n'y  a  alors  aucune  unité  à  part  zfc  i  pouvant  se  mettre  sous 
la  forme  (o)  et  satisfaisant  à 

(5)  o^S|<S,.         o  <  s,  <  S^. 

Désignons  par  z  une  unité  du  corps  et  par  c,,  e.^  deux  nombres 
entiers  rationnels  positifs  ou  négatifs  du  corps  que  nous  supposons 

indéterminés  -  ,.  ^  „,  est  aussi  une  unité  du  corps  dont  les  loira- 

-1     '  -2 

rithmes  sont 


L.  =  /,(;)-e./,(s.)_e,/.,g. 
et  L^ 

on  a 

/(£.)  =  S,/;e)         et         /V  =  S/(s)  +  S,/(.i). 
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et  si  Ton  veut  repiésenlor  L,,  L.  suivant  (3)  on  trouve 

/.(T,/(r.)-/a)/.(r.) 

Comme  /a C-^)  est  positif  la  dernière  équation  nous  permet  de 
déterminer  pour  f^  et  ensuite  la  première  pour  e,  des  valeurs  en- 
tières rationnelles  positives  ou  négatives  telles  que  .v,,  a^  satisfassent 
aux  inégalités  (5). 

Il  faut  alors 

L  =  o.         L,  ^  o, 
et  par  suite  L_>  =  o  ou  encore 

—i—  =±i,  i  =  ±  t.'n/i. 

Le  théorème  de  Dirichlet  est  démontré  lorsque  les  trois  corps 
sont  réels. 

Le  second  cas  où  (/ <<  o  et  A:(S;)  désigne  un  corps  réel  et  oii 
k(y),  kiji")  sont  des  corps  conjugués  imaginaires  ne  nécessite  pas 
une  démonstration  particulière. 

Car  si  éj  est  l'unité  de  k{^)  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue 
parmi  les  unités  dont  la  valeur  absolue  est  >  i ,  on  démontre  comme 
pour  le  corps  quadratique  que  toute  unité  ^  du  corps  est  de  la  forme 

oii  e^  est  un  nombre  entier  rationnel  positif  ou  négatif. 

Le  théorème  de  Dirichlet  est  démontré  pour  le  corps  cubique. 
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La  ihcoric  des  corps  algébriques  a  pour  but  d'étudier  les  pro- 
priétés des  nombres  algébriques  entiers  satisfaisant  à  une  équation 
irréductible  de  degré  m. 

Nous  en  avons  examiné  les  deux  cas  les  plus  simples,  nous  ne 
pousserons  pas  plus  loin.  Mais  nous  allons  exposer  une  autre  géné- 
ralisation de  la  tiiéorie  des  nombres  en  ses  principes  Tondamentaui, 
car  là  nous  retrouverons  un  nouveau  champ  d'exploration  fruc- 
tueux, et  C3s  notions  ont  trouvé  d'importantes  applications  dans 
des  problèmes  considérables  de  l'algèbre  et  de  la  théorie  des 
fonctions. 

Elles  se  rattachent  aux  ihéorèmes  de  réciprocité. 

Aux  n"*  2/1  et  25  nous  avons  obtenu  la  loi  de  réciprocité  quadra- 
tique pour  des  nombres  premiers  rationnels 

avec  les  théorèmes  complémentaires  en  nous  basant  sur  ce  fait  que 
l'on  peut  superposer  au  domaine  des  nombres  entiers  un  corps  de 
nombres  A:(\'7))  ou  A'(v^±  q)  dont  les  propriétés  nous  fournissent  les 
lois  de  réciprocité. 

Puisqu'on  peut  étendre  l'étude  des  cougruences  aux  nombres  et 
aux  idéaux  d'un  corps,  on  peut  se  demander  si  les  lois  de  récipro- 
cité vraies  pour  les  solutions  des  congruences  de  nombres  ordinaires 
ne  s'étendent  pas  aux  nombres  et  aux  idéaux  d'un  corps. 

Lorsqu'on  se  limite  aux  congruences  quadratiques,  c'est-à-dire  à 
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une  généralisation  des  lois  de  réciprocilc  quadialiquc  on    a    un 
critère  pour  la  généralisation  de  nos  considérations  ('). 

Pour  tléveloppcr  logiquement  la  méthode  qui  nous  a  permis  de 
démontrei-  la  fornmlc 

(?)G0-<- ■)-■'-. 

on  essaiera  de  construire  sur  le  corps  quadratique  un  nouveau  qua- 
dratique le  «  corps  qandralique  relatif  n  pour  déduire  des  propriétés- 
de  ce  corps  relalit'  la  loi  cherchée.  En  eiïet  cet  effort  a  été  couronné 
de  succès.  M.  Hilbert  (*)  a  démontré  ainsi  la  loi  de  réciprocité  pour 
un  nombre  assez  vaste  de  corps  de  base  (').  Nous  prendrons  comme- 
exemple  le  corps  quadratique  relatif  à  un  corps  de  base  quadratique 
et  nous  citerons  des  exemples  numériques, 

48.  —  Notions  fondamentales.  Définitions.  —  Soit  le  corps 
quadratique  k{\'in)  où  m  entier  rationnel  ne  contient  pas  de  facteur 
au  carré.  Soit  a  un  nombre  quelconque  du  corps  différent  de  o  et 
de  I  et  qui  n'est  pas  le  carré  d'un  nombre  entier  du  corps,  de  plus 
soient  a  et  5  deux  nombres  quelconques  du  corps  k(\/m)  entiers  ou 
fractionnaires.  Alors  tous  les  nombres 

(I)  ='+?v']^ 

forment  un  domaine  K  ou  un  corps  de  nombre  dans  le  sens  indi- 
qué précédemment,  car  la  somme,  le  produit,  la  différence  et  le 
quotient  de  deux  nombres  de  la  forme  (i)  est  encore  un  nondire 
de  cette  forme. 

Tout  nombre  A  =--  'y-  ^  [j  v^h^  de  ce  domaine  satisfait  à  une  équa- 
tion du  second  de^s'ré  de  la  forme 


D' 


X-  —  2aX  -h  a'2  —  p^u  =  o, 


(')  Galss  a  traité  le  cas  le  plus  simple  pour  le  corps  k{\/ —  i).  Œuvres,  t.  11, 
p.  i3o.  Theoria  resid.  biquad.,  Comm    11,  n°  60  (56-Go)  et  œuvres,  t.  IL  p.  1712. 

(2)  IIiLBEUT.  —  Ueber  die  Théorie  des  relalivquadralischen  Zaldhërpers.  Math. 
Annal.,  t.  LI,  pp.  1-127. 

II.  DonuiE  a  étudié  un  cas  particulier,  dans  sa  dissertation  «  Das  quadralisclie 
Reziprozilutsrjcsct:  im  quadratischen  Zahlkôrper  mit  der  Klassenanzahl  i.  » 
Gôltingen,  1898.   Il  y  prend  comme  exemple  le  corps  /c(^_ir3). 

(^)  FuRTWANGLER.  —  Abk.  wid  yciclir.  von  der  kq.  Gcs  der  Wiss.  ra  GOUimjen 
et  aussi  Math.  Ami.,  t.  LXIII. 
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dunt  les  cocriicicnls  apparlicnnonl  au  corps  li(\^in)  ;  aussi  on  dit 
que  le  corps  K  est  un  corps  relatif  (jnmlratifjtic  par  rapport  à  h{\/in}. 
K  est  dit  un  corps  relatif  ou  un  sur-corps  par  ra|)porl  à  k  ;  et 
connue  d'aiilre  [)arl  k  contient  tous  les  nombres  de  /r,  k  est  dit 
aussi  un  sous-corps  de  K.  Le  corps  Iv  est  suj)erposé  au  corps  A- 
comme  />•  est  superposé  au  domaine  des  nombies  rationnels. 

Désormais  nous  désignerons  les  nombres  du  corps  relatif  par  des 
majuscules  grecques,  et  les  nombres  du  sous-corps  au  corps  de 
base  comme  jusqu'alors  par  des  petites  lettres  grecques.  Ici  encore 
elles  ne  désigneront  que  des  nombres  entiers  que  nous  définirons 
jtlus  k)in. 

])eu\  nombres  a  4-  ["^vT^,  c/-  —  ('5\V  qui  ne  dilïèrent  que  par  le 
signe  de  v>  sont  dits  relalioemcnl  conjugués,  et  on  a  coutume  de 
<lirc  tjuc  la  seconde  résulle  de  la  [)remière  par  la  substitution 
^^^jji)  :  —  y/]i).  ^'ous  écrirons  deux  nondires  relativement  conju- 
gués AetS(A).  De  plus  A  et  s'A)  seront  deux,  nombres  obtenus 
■en  changeant  dans  l'un  d'eux  y  m  en  —  \^nu  c'est-à-dire  par  la 
substitution  s{\  m  :  —  Vni). 

Un  noml)re  quelconque  de  K  satisfait  une  équation  du  'f  degré 
à  coefficients  rationnels,  l'ar  conséquent,  d'une  faron  absolue  k  est 
un  cas  particulier  du  corps  du  4''  degré.  Tous  les  nombres  A  de  ce 
corps  peuvent  s'exprimer  lationncllement  en  fonction  de 

B  =  \'a  -H  \^« 
sous  la  forme 

A  r=  fl  4-  a,B  -+-  n,B'  4-  03B', 

où  a,  a,,  a.2,  a.^  sont  des  nombres  rationnels  qui  peuvent  être  frac- 
tionnaires. 

A  est  une  racine  de  l'équation  du  'i*"  degré 

(a,  _  Al  (.T  -  s(A))  (x  -  S^A))  {x  -  Ss(A))  .=  o. 
Un  nombre  A  est  un  nombre  entier  du  corps  relatif  lorsqu'il  est 
racine  d'une  équation  de  la  forme 

x2  -h  ax  -f-  p  =  o. 

où  y.  et  j3  sont  des  entiers  de  k{\'m),  c'est-à-dire  que  A  est  racine 
d'une  équation  du  quatrième  degré  à  coefficients  entiers  rationnels 
de  la  forme 

x^  -+-  OiX^  H-  a>x-  -h  a^x  -{0^  =  0. 
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OU  encore  que  A  est  un  nombre  entier  dans  le  corps  du  quatrième 
degré  k. 

On  peut  aussi  dire  A  est  entier  si 

A-f-S(A)        et        A.S(A) 

sont  des  entiers  du  sous-corps. 

Le  produit  du  nombre  relativement  conjugué  A  •  S  (A)  est  dit  la 
norme  relative  de  A,  nous  la  désignerons  par  N\(A).  La  norme  rela- 
tive d'un  entier  A  de  k  est  un  entier  du  corps  de  base  A(v^m). 

La  norme  relative  d'un  nombre  a  du  sous-corps  A- estNt(a)  =  a^ 
car  S  (a)  =  a. 

On  déduit  tout  d'abord  de  cette  définition  que  tout  nombre  de  K 
compris  dans  k{\/in)  est  un  entier  de  ce  dernier  corps,  et  que  tout 
entier  de  k  qui  est  rationnel  est  un  entier  rationnel. 

On  démontre  comme  pour  les  corps  cubiques  (n"  39). 

Théoreine.  —  La  somme,  la  dilTérence,  le  produit  de  deux  en- 
tiers de  k  est  un  entier  de  k  ('). 

La  différence 

A,  =  A-S(A) 
qui  est  dite  la  différente  relative  est  entière  si  A  est  entier. 

D,(A)  =  (A-S(A))-2 

est  dit  le  discriminant  relatif  de  A. 

Et  on  voit  que  le  discriminant  relatif  est  la  norme  relative  de  la 
différente  relative 

D,(A)  =  -  N,(A,). 

49.  Les  bases  du  corps  relatif.  — Tout  nombre  du  corps  A'(\/(jl) 
peut  être  représenté  sous  la  forme 

a  -I-  3  v'iT 


Voyons   s'il  n'existe  pas  dans  k  une  infinité  de  systèmes  de 
quatre  nombres  tels,  que  tout  nombre  entier  de  k  soit  une  com- 


(M  Voir  HiLBERT.  —  Bericlit,  chap.  v  et  chap.  iv. 
SoMMEB.  —  Théorie  des  nombres. 
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binaison  linéaire  à  coefficients  entiers  et  rationnels  de  ces  quatre 
nombres. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  les  entiers  de  K  sont  de  deux 
sortes  :  i°les  entiers  de  K  qui  ne  sont  pas  des  entiers  de  k;  2" ceux 
qui  sont  des  entiers  de  k. 

Ces  derniers  peuvent  être  mis  sous  la  forme  x  -+-  yo,  où  x,  y 
sont  des  entiers  rationnels  et  i,  o)  une  base  de  /.-.  Il  nous  suffit  donc 
de  nous  occuper  des  nombres 

«  +  P  y/fl 


OÙ  .3  ;zf  G. 

Lorsque  a,  6,  y  n'ont  pas  de  facteur  idéal  commun  inutile,  un 
raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  6  nous  montre  que  le  numé- 
rateur y  d'un  entier  ne  peut  admettre  comme  facteurs  premiers  : 
i"  que  des  facteurs  idéaux  contenus  au  carré  au  moins  dans  u.  ; 
2°  des  facteurs  premiers  de  2. 

Lorsque  le  corps  de  base  a  un  nombre  de  classes  h  ^=  1,  y  ne 
contient  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  que  l'on  vient 
d'énumérer,  mais  si  /i  >  1  il  faut  supposer  a,  j^,  7  divisibles  par 
un  certain  idéal  accessoire. 


Soit  â  et  ë  les  plus  grands  entiers  contenus  dans  -et  -,  c'est- 
à-dire  â  =    -     et  i  =  ^  L  on  a  les  deux  théorèmes  suivants,  que 

l'on  peut  démontrer  d'après  le  schéma  du  n"  6. 

i*"^  Théorème.  —  Le  corps  de  base  /v(\/m)  a  une  classe  A  =  1, 
le  nombre  2  est  divisible  par  les  facteurs  premiers  À,,  /^  élevé  aux 
puissances  /,,  l.,,  2  =  li'^h'-  ;  de  plus  soit 

;a  =   Xi"!  ).2''2  7r,'l  ...TT/r, 

et  l'un  des  exposants  au  moins  a  ou  c  est  im])air. 

Soient  5^1  ^  A»  ^72  =  ^2  les  plus  grands  exposants  positifs  pour 
lesquels 

peut  être  satisfaite  par  un  nombre  entier  v  du  corps  de  base  et  si  v 
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est  uuc  solution  de  celte  con-rucnce,  (elle  que  l'on  puisse  poser  (') 

7  =  7t/l    ...    TT/,   V,, 


Il   =- 


J/M; V  +  y/fx 


est  un  entier  du  corps  k(v/fji)  et  les  quatre  nombres 

forment  une  base  du  corps  relatif. 

Donc,  avec  l'bypothèse  h  =  i,   tout  entier  du  corps  peut  être 
mis  sous  la  forme 

OÙ  7  a  le  sens  indiqué  et  où  a,  ft  sont  des  entiers  de  k  II  est  à 
remarquer  que  g,  elg^>o  que  si  a„  a,  sont  pairs,  et  que  v  est 
nécessairement  divisible  par  1^0.^^.  Si  g,  =g,  =  o,  û  est  de  la 

forme  -^• 

Y 

2"  Théorème.  —  Le  corps  de  base  A-(v  m)  a  un  nombre  de  classes 
A  >  I  et  on  a 

Si  la  congruence 

peut  être  satisfaite  par  un  entier  du  corps  de  base  et  si  6  ==  {f:i„  R.) 
est  un  idéal  premier  avec  f ,  et  U  et  tel  que 

soit  un  idéal  principal,  si  de  plus  on  cboisit  v  (ce  qui  est  possible 


(*)  Cette  Iiypothèse  est  permise  ;  car  si  v  est  un  nombre  entier  on  peut  tou- 
jours déterminer  Vj  tel  que 

7  =  -,"!    ...TTÀV,,  {i;-i'Jl+^0l/i92+à2))  (.ar  Tt, 71,, 

sont  premiers  avec  2. 
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d'après  les  théorèmes  sur  les  congruenccs  linéaires)  de  telle  sorte 

que 

les  nombres 

sont  des  entiers  du  corps  Kiv'i^)  cl  les  quatre  nombres 


I  ,  M,  lll 


12,.         i-h 


forment  une  base  du  corps  relatif. 

D'après  ce  théorème  le  choix  de  y  est  encore  arbitraire  dans  de 
certaines  limites  suivant  le  choix  de  b  ;  cependant  tout  nombre  du 
corps  peut  se  ramener  à  un  autre  ayant  le  dénominateur  y.  Soit 

où  * 

Si  l'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénommateur  de  i>  par  ^^ 

on  a 

_  0  4-  "^  y/ni p  -+-  X  \/iI  _ 

"  -  ■        5  ï 

car  S  d'après  la  façon  dont  il  a  été  obtenu  est  divisible  par  b,. 

De  toute  base  on  déduit  une  infmité  de  systèmes  de  quatre 
nombres  qui  forment  également  une  base,  deux  de  ces  systèmes  se 
déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  substitution  umte. 

\  la  suite  du  deuxième  théorème  nous  ferons  remarquer  que 
l'idéal  6  peut  aussi  être  choisi  de  façon  à  ne  contenir  que  les 
idéaux  U  t.  ...?»..•••  Vr  comme  facteurs  premiers,  de  façon  que  y 
soit  contenu  dans  h'i.  Le  second  théorème  contient  le  premier 
comme  cas  particulier  ;  nous  les  avons  cités  séparément  parce  que 
le  premier  se  comprend  immédiatement. 

50.  Les  idéaux  du  corps  relatif.  -  La  définition  des  idéaux 
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«applique  au  corps  K.  Tout  idéal  j  =  (i,  ij)  du  sous-corps  estaussi 
un  idéal  ^  du  corps  relatif.  Mais  il  est  évident  que  tout  idéal  ^  du 
corps  relatif  nest  pas  nécessairement  un  idéal  du  corps  de  base. 

La  définition  d'un  idéal  principal  reste  la  même. 

Lorsqu'on  fait  subir  à  tous  les  nombres  d'un  idéal  la  substitution 
S(v/Îjl  :  —  \/îi)  on  obtient  un  nouvel  idéal  que  l'on  désigne  par 
S  (3)  et  qui  se  dit  l'idéal  relativement  conjugué  de  ^.  Un  idéal  ^ 
qui  est  égal  à  son  conjugué  relatif  et  ne  contient  aucun  idéal  de  k 
en  facteur  est  dit  un  idéal  ambige. 

On  peut  exprimer  tous  les  nombres  d'un  idéal  au  moyen  d'une 
base  I,  w,  ùt,  Q.2  et  répéter  les  raisonnements  que  nous  avons  faits 
pour  établir  la  base  d'un  idéal,  on  trouve  alors  que 

^  =  l».  ^  I.  Il)' 

oii  i,  '■,  I,  Il  représentent  la  base  de  l'idéal. 

En  ce  qui  concerne  les  définitions  du  produit  de  deux  idéaux, 
de  la  norme  d'un  idéal  et  la  démonstration  de  la  décomposition 
d'un  idéal  en  facteurs  il  suffit  de  se  reporter  aux  n"^  ii,  A3,  4A- 

Soit  n(|)  la  norme  d'un  idéal  j  de  A;  et  dans  ce  corps  k  lui-même, 
«oit  de  plus  ]N(i)  la  norme  du  même  idéal  dans  le  corps  supérieur 

Car  si 

€st  un  idéal  de  A-,  une  base  de  ce  même  idéal  dans  K  est 

i,     tg  -h  t\co,     a,  -t-  èjW  H-  -  il^,     a.^  H-  62^  -+-  cjji^j  +  gii^^^, 
par  suite 

Si  par  exemple  (nous  rencontrerons  ce  cas  un  peu  plus  loin)  ^ 
est  un  idéal  de  K(v/îx)  tel  que  ^^  =  \>, 

et  comme  n{p)  et  N(^)  sont  des  entiers  positifs 

,i(^)  =  N(P). 
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On  généralise  aussi  l'idée  de  norme  et  on  considère  la  norme 
relative  d'un  idéal  {|,  on  entend  par  là  le  produit 

La  norme  relative  d'un  idéal  ^  de  K   est  toujours  nu  idéal  du 
corps  de  base. 
En  eiïet,  soit 

•3  =  ('.  ■- 1, 1.)  ■ 

un  idéal  du  corps  relatif  représenté  par  sa  base.  Réunissons  tous 
les  nombres  de  l'idéal  3.  S (3)  qui  sont  dans  le  corps  de  base  et 
formons  un  idéal  j  qui  soit  situé  dans  le  corps  de  base, 

i  =  i\  i:,  --S  IS(L.  I.S(I,),  ISIi  +  I.SI.  II.S(IJ,) ...). 

I  sera  identique  à  ^  .  S(^). 
Car  comme 

(0  IS(I,)  +  IiS(I)  =  o(j), 

(2)  rs;:i).riS(io  =  o(p), 

on  a  aussi 

IS(I,)  =  oa)       et      I.S(I)  =  o(j). 

Car  si  ^  divise  j  en  étant  premier  avec  IS(Ii)  la  congruence 
(i  )  nous  apprend  qu'il  est  premier  aussi  avec  IiS(r  par  conséquent 
I.  S(I,)IiSiI)  ne  pourrait  être  divisible  par  [^'^)  comme  l'exige  la 
congruence  (2).  Il  en  résulte  de  même  que  iS(I},  il,  etc.  sont  divi- 
sii)les  par  |  ou  encore  j  =  J^tO)  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Il  en  résulte  en  particulier  que  le  carré  de  tout  idéal  anibige  est 
un  idéal  de  A-. 

Remarque.  —  (Au  lieu  de  procéder  comme  aux  n"*  i3  et  i43 
pour  démontrer  que  la  décomposition  des  idéaux  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière  on  pourrait  tirer  parti  de  ce  que  le  carré  d'un 
idéal  ambigc  est  toujours  un  idéal  du  corps  de  base  ;  et  appli- 
quer les  théorèmes  démontrés  pour  ce  corps  de  base). 

Nous  définirons  encore  la  différente  relative  du  corps  de  A,  c'est 

25.  =  (A-S(A),  Ai-S(A.)...) 
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le  plus  grand  coininim  diviseur  des  dilTércnles  relatives  des  entiers 
du  corps,  et  le  discriniinanl  relatif  du  corps 

h  ^  î),--^  =  (A  -  S(AV  A,  -  S(A,)  ...y. 

La  dillcrenle  relative  est  un  idéal  de  K,  l^  discriminant  relatif 
est  un  idéal  du  corps  de  base,  car 

51.  Les  facteurs  du  discriminant  relatif.  —  Théorème.  — 
Soit  fi  un  idéal  du  corps  tle  base  qui  ne  divise  pas  (2)  et  tel  que  |>* 
soit  contenu  dans  u.,  le  discriminant  relatif  du  corps  supérieur 
K(v/|ji)  n'est  divisible  par  p  que  si  e  est  impair. 

De  plus  si  dans  l,'(\/in)  ou  a 

(2)  =  (/,(,'. 

et  si  li  est  contenu  dans  'j.,  à  la  puissance  ai  le  discriminant  relatif 
de  K(v/^)  est  premier  avec  U  s'il  existe  dans  le  corps  de  base  un 
nombre  v  tel  que 

et  dans  ce  cas- là  seulement  (*). 

Dénionstralion  :  Le  discriminant  relatif 

b==(A-  S(A).  A,  —  S(AO  ...y. 

Si  on  y  exprime  A;  en  fonction  de  la  base 

\      T      '  Y  ï 

ou 

ou  en  remplaçant  par  les  facteurs  premiers 

d'où  résulte  immédiatement  le  théorème. 
(')  Voir  HiLBEHT.  —  Math.  Ann.,  t.  LI,  p.  ô. 
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i-  ,  ... 

Si  f,  est  pair   '  =  7',,  b  est  premier  avec  \>,  ;  si  e,  est  impair 

e-  =  2^,  -I-  1 ,  b  contient  p.*. 
De  plus  si  on  a 

IJ.  =  v^  ({,".+-.). 

il  fanl  que  at  soit  pair  et  dans  l'expression  de  y  trouvée  au  n"  'ig  il 
faut  faire  ^,  =  /,. 

Alors  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  b  contiennent  ï,"''^"-, 
et  b  est  premier  avec  (,.  Tandis  que  si  a,  est  impair  ou  si 

n'est  satisfaite  que  pour  r^,  <;  /,,  b  contient  nécessairement  (,  et  la 

deuxième  partie  du  théorème  est  démontrée. 

En  réunissant  les  résultats  pour  I,  cl  l,  on  déduit  : 
Théorème.  —  Si  (y.)  est  premier  avec  (a)  et  si  on  a 

le  discriminant  relatif  b  du  corps  K(\';ji)  est  premier  avec  (2). 

52.  —  Les  idéaux  premiers  du  corps  relatif.  —  Pour  recon- 
naître si  un  idéal  premier  p  du  corps  de  base  se  décompose  dans  le 
corps  relatif  K  on  applique  les  théorèmes  suivants  (Hilbert,  /.  c, 
p.  8): 

I"  Théorème.  —  Soit  v  un  idéal  premier  du  corps  /.•  qui  ne 
divise  ni  2  ni  a,  V  n'est  le  produit  de  deux  idéaux  ^,  ^,  du  corps 
relatif  que  si  p.  est  reste  quadratique  suivant  p,  c'est-à-dire  s'il 
existe  dans  A-  un  nombre  a  tel  que 

fX  =  3=2    (p). 

et  dans  ce  cas  seulement. 
Démonstration  :  Si 

posons 

alors  "îjJi  et  S(^)  sont  différents,  car  en  vertu  de  l'hypothèse  a  est 
premier  avec  p,  et  par  suite 

{p,  a  +  v^fJi.  ^  —  V\i-  2a,  2  \'u,  2iJi)  =  (l) 
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De  plus  on  a  pour  p 

ce  qui  démontre  une  partie  du  théorème. 

Réciproquement,  soit  p  un  idéal  du  corps  A-,  qui  se  décompose 
dans  le  corps  relatif  suivant 

l'égalité  des  normes  relatives  des  deux  membres  nous  donne 
et  par  suite 

puisque  la  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 
Soit  alors  A  un  nombre  de  ^^  qui  appartient  au  corps  relatif,  on  a 

N,(A)=o(v), 
soit 

Supposons  d'abord  que  (y)  ne  soit  pas  divisible  par  p.  Si  on 
avait  6  =  0  (p)  au  aurait  aussi  a  =  o  (v)  et  a  et  ft  appartiendraient 
à  p,  nous  pouvons  faire  abstraction  de  ce  cas.  Si  ^i  est  premier 
avec  p,  il  y  a,  nous  le  savons,  un  nombre  S  de  A-  tel  que 

et  'E  est  premier  avec  p,  c'est  pourquoi 

a^  —  p2,^  =  o  (p) 

ce  qui  nous  donne 

(fa)2  —   lX  =  0{p), 

p.  est  reste  quadratique  de  p.  Dans  le  cas  où  p  divise  y  mais  où  il 
est  premier  avec  [^  le  raisonnement  subsiste.  Si  y  est  divisible 
par  p^i  et  que  a  et  ^S   contiennent  p'^  avec  ej  ^  e,  soit  »  un  idéal 

premier  avec  p'  et  équivalent  à  p' ,  ^-  =  ^  où  7t  est  divisible  exac- 
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tement  par  p'.  On  pose  a  =     a',  ^j  =  ^  ^ ,  alors  a*  et  ^'3*  sont 
premiers  avec  ^  et  on  a 

^.^  -  8«V  =  o  (|>). 

Le  ihéorcnic  est  démontré. 

En  procédant  de  la  même  manière  et  en  employant  la  baso 
établie  pour  le  corps  relatii'  on  voit  : 

2"  Théorème.  —  Soit  (,  un  idéal  premier  du  corps  /.(v'm)  dont  la 
puissance  1,'"'*'  divise  2,  supposons  a  premier  avec  l,  et  congru  à  un 
nombre  de  k  suivant  I,-'-,  de  façon  que  le  discriminant  relatif  du 
corps  K(\/_u)  soit  premier  avec  (,,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  1,  se  décompose  en  deux  idéaux  premiers  est  qu'il 
existe  un  nombre  a  de  /.•  satisfaisant  à 

Ces  théorèmes  permettent  de  se  prononcer  pour  des  idéaux  qui 
ne  divisent  pas  le  discriminant  relatif. 

-Nous  compléterons  par  les  théorèmes  suivants  : 

3*  Théorcine.  — La  dilTérente  relative  du  corps  K(v',a)  est  divi- 
sible par  tons  les  idéaux  premiers  qui  sont  ambiges  et  par  ceux-là 
seulement. 

Démonslratioii  :  La  diliérente  relative  X'/.  est  un  idéal  qui  est 
égal  à  son  conjugué  relatif  et  ne  peut  être  divisible  que  par  des 
idéaux  premiers  ambiges  ou  certains  idéaux  de  premiers  A:,  car  si 
l'on  pose 

^ .  '^1  ...  'îp,.  sont  des  idéaux  de  K,  on  a  aussi 

S),  =  S(^5)so:|Jo  ...  se:p,.)     car     4^.  =  s  35,). 

II  faut  donc 

%î  =  s(<p)    ou    ^^  =  ?>m- 

Si  donc  deux  idéaux  ^\,  et  S(^^„)  étaient  différents  :5  serait  divi- 
sible par  ^*„  8(^5,). 

Mais 
est  un  idéal  du  corps  de  base  et  ne  peut  diviser  X^/.  si  p  est  différent 
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de  II  et  de  t.,  c'est-à-dire  si  ^  est  premier  avec  2.  Car  le  discrimi- 
nant relatif 

ï.  =  2>,-  =  (A  -  S(A\  A,  -  S(AO  ...)- 

ne  peut  contenir  outre  des  facteurs  de  2  que  des  idéaux  p  du  corps 
de  base  qui  entrent  dans  'j.  à  une  puissance  impaire  el  alors  p  est 
contenu  avec  l'exposant  (')  dans  &.  Si  donc  X*;  était  divisible  pat- 
un  idéal  premier  p^,  b  =  î>/."  serait  divisible  jiar  p^  ce  qui  est  ini- 
l)Ossible. 

D'autre  part  si  le  discriminant  relatif  b  contient  un  idéal  (;  qui 
divise  2,  on  peut  démontrer  facilement  que  ï,  est  le  carré  d'un  idéal 
ambige  1*,  du  corps  K  qui  est  alors  contenu  dans  la  différente  rels- 
tive. 

Car  premièrement  si  1,  est  contenu  dans  u.  à  un  degré  impair, 
on  a  évidemment 

et  2i  est  un  idéal  ambige  du  corps  supérieur  différent  de  (i). 
Par  contre  si  (;  y  est  à  une  puissance  paire  et  si 

n  est  possible  que  pour  r/,  <;  /,,  on  peut  déterminer  l'entier 

T 

tel  que  Na(A)  soit  divisible  par  (,.  Par  hypothèse  y  est  divisible 
par  (,^'"^°'  et  a  l'est  par  I,".,  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  que  l'on 
peut  choisir  a  et  ^  tels  que 

Posons  comme  dans  la  démonstration  du  premier  théorème 

A-  '^      «  ' 

H-  =  -o-  K  .  a  =  -  a*, 

Ci 

où  À  est  exactement  divisible  par  (,-  et  non  par  une  puissance  supé- 
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ricure  et  où  7  csl  premier  avec  (i,  ou  a*  cl  fi>*  sont  premiers  avec  I,, 
il  reste  à  détenniner  a*  et  f^  tels  que 

(1)  a«2  —  p«.a«  =  o  di-».^'). 

Comme  fj  est  premier  a\cc  1,  celte  congruence  équivaut  à 
{■2)  t'  -  (a-  =  o  (I>^-'). 

où  il  faut  de  plus 

{^)  F•  =  v•^(I,*^.). 

Si  (2)  est  un  idéal  premier  du  sous-corps  A-,  ijt  =  o,  et  il  reste  à 
démontrer  que 

;^  —  H^'  =  o  (2) 

admet  toujours  une  solution. 

Mais  2  ne  se  décompose  dans  k(\'i)i)  que  si  m  ^5  (8),  alors 

1  -+-  \  m  ,.  , 

i,  fji  = lormenl  une  base  et  on  peut  poser 

;  =  X  -i-  yoi,  ji.*  =  a  -T-  ti»), 

comme 

s        /n  —  I  .         m  —  I  ,  , 

10^  =  — h  u)        et        — ,   -    ^  I  (2), 

a  li  ^  ' 

on  a 

ç2  _  uL  =  X-  +  j-  —  a  -H  (v-  —  b)  w  =  o  (2), 

celte  congruence  admet  toujours  une  solution  car 
ar'  -h  j^  —  a  ^  o  (2) 


et 


'-  —  fc  ^  o  i2l 


en  admellent  toujours. 

Deuxièmement  si  2  se  décompose  dans  A-,  (2)  =  lit,  ou  (2)  =if, 
il  s'agit  de  savoir  dans  le  premier  cas  si 

(4)  'v  -  -*  -  o  (I/), 
et  dans  le  second  si 

(5)  ^^_.a-=o(IO 
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OU 

((î)  S—  1^*  =  o  (I?) 

est  possible. 

Chacun  de  ces  trois  cas  admet  une  solution.  Considérons  d'abord 
le  dernier  (6) 

r^  -   -X*  =  O  Hi) 

a  une  solution,  car  par  hypothèse 
il  en  résulte 

:-*  =  v*^  ((^), 

et  I  =  V*. 

Si  I  =  V*  n'est  pas  un  nombre  du  corps  tel  que 

on  posera 


où  ).  est  un  nombre  divisible  par  (,  et  non  par  Ij. 


La  congruence 


est  alors  équivalente  à 

X- 
mais  comme  —  est  premier  avec  (i  cette  congruence  est  de  la  même 

forme  que 

r--ix*  =  o(fo. 

forme  des  deux  congruences  que  nous  n'avons  pas  encore  étudiées. 
On  a  n  ((,)  =:  2,  tout  nombre  du  corps  est  donc  congru  à  un 
nombre  entier  rationnel  impair,  et  la  congruence 

^^  -  [X  =  o  ((,) 
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admet  une  solution,  car  ' 

x^  —  a  ^  o  (2) 

est  toujours  possible  en  nonnbres  entiers. 

Dans  tous  les  cas  considérés  Ij  se  déconnpose  donc  dans  le  corps 
relatif. 

est  un  idéal  qui  contient  aussi  '  ,  car 

et  tous  les  idéaux  considérés  sont  ambiges. 

Nous  avons  donc  démontré  la  première  partie  du  théorème. 

Reste  à  faire  voire  que  T'a.  contient  tous  les  idéaux  ambiges. 
Soit  ^  un  idéal  ambigc 

V  =  r . 

Il  en  résulte  que  l'on  peut  former  un  système  complet  de  restes 
suivant  ^,  composé  uniquemeut  de  nombres  du  sous-corps  k,  car 
tout  nombre  qui  n'est  pas  divisible  par  p  ne  peut  l'être  par  ^.  Par 
conséquent  tout  nombre  du  corps  relatif  est  congru  à  un  nombre 
du  corps  de  base  suivant  un  idéal  ambige  ^, 


<ionc  aussi 


et  par  suite 


s(A)  =  a,  o:p), 
A  — s(A)  =  o.  :^:pi . 


Mais  tous  les  nombres  de  ^k  sont  contenus  dans  "^^  et  par  suite 
'^k  est  divisible  par  ^. 

Le  théorème  3  est  complètement  démontré. 
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Hcmurqnc.  —  |il  n'sulto  du  théorème  o  qu'un  idéal  i,  qui  ne 
divise  pas  le  discriminant  relatil",  ou  bien  ne  peut  se  décomposer 
dans  le  corps  relatif,  ou  bien  il  se  décompose  en  un  produit  de 
deux  idéaux  premiers  non  ambigcs. 

En  ciTet  on  a  alors  a  ^  V\  ((,'■"''''■)  et  le  dénominateur  y  de  l'en- 
tier — - — ~  contient  I/-^  "■,  tandis  que  ^3  est  premier  avec  I,.  Dans 
l,,    -~ — -~  j  est  un  l'acleur  premier  de  (,,  on  a  néces- 


car  (    '        1    est  premier  avec  I,J. 

4"  Théorème.  —  Tout  idéal  premier  du  corps  de  base  k  qui 
divise  le  discriminant  relatif,  est  égal  daHs  le  corps  relatif  au  carré 
d'un  idéal  premier  ambige.  Réciproquement,  tout  idéal  premier  p 
du  corps  de  base  divisible  par  le  carré  d'un  idéal  premier  du  corps 
relatif,  est  contenu  dans  le  discriminant  relatif  b. 

Damons  Ira  lion  :  Soit  ^  un  idéal  ambige  du  corps  relatif,  dont  le 
carré  est  un  idéal  premier  |!  de  k,  ^  est  un  facteur  de  la  différente 
relative  et  par  suile   ^^V-  =zi  p   divise  le  discriminant  relatif,  car 

Donc  tout  idéal  de  /.•  qui  est  le  carré  d'un  idéal  ambige  divise  le 
discriminant  relatif.  Soit  de  plus  p  =  ^^-O,  on  a  aussi 

d'où  il  résulte  que 

«^  =  S{^),        C  =  S(£l). 

et  comme  ^Sip)  est  un  idéal  de  /,■  il  faut  que  £l  =  i,  <>  est  le 
carré  d'un  idéal  ambige. 

Enfm  si  V  divise  b,  il  divise  3>/r,  il  faut  donc  que  ^  =  ^52^  car 
Xk  ne  contient  comme  facteurs  que  les  idéaux  ambiges  de  ^{v'yi) 
et  qu'il  les  contient  tous. 


Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  sont  des  théorèmes 
généraux.  Nous   allons  exposer  maintenant  sur  divers  exemples 


320  TlIKOniE    DES    NOMBRES 

numériques  l'idée  fondainenlale  de  nouvelles  recherches.  (Voir  le 
travail  de  M.  llilhert  que  nous  avons  cité).  Les  théorèmes  du  nu- 
méro suivant,  doivent  nous  conduire  à  notre  but  :  L'exposé  et  la 
déinonstralion  îles  lois  les  plus  simples  de  réciprocité  dans  le  corps 
de  base  k{^m). 

53.  Le  discriminantrelatifdun  sur-corps  par  rapport  à  un 
corps  de  base  imaginaire  dont  le  nombre  des  classes  est 
impair.  —  Nous  allons  prendre  tout  d'abord  un  corps  /;  pour 
lequel  nous  supposerons  (Ililbert,  MaiJi.  Ann.,  5i,  p.  27)  : 
i**  qu'il  est  imaginaire  ; 
2°  le  nombre  de  ses  classes  est  impair. 

Tout  corps  reiatif  K(v^[ji)  est  également  imaginaire.  Pris  d'une 
façon  absolue  K(v/(ji)  est  un  corps  imaginaire  du  quatrième  degré 
ainsi  que  tous  ses  conjugués. 

A  l'aide  du  théorème  de  Minkowski  comme  au  n°  \-  on  démon- 
trera qu'il  existe  dans  le  corps  une  seule  unité  l'ondamenlale  dillé- 
renle  de  ±  i ,  E  dont  la  norme  est  une  unité  dans  le  corps  de  base  /.-, 
c'est-à-dire  =  d=  i,  si  nous  excluons  les  corps  A- (v^ —  i)  et  k{J —  3). 
La  deuxième  condition  nous  apprend  de  plus  :  Les  théorèmes 
qui  donnent  le  nombre  des  genres  d'un  corps  quadratique  A-  disent 
que  le  nombre  est  toujours  pair  lorsque  le  discriminant  du  corps 
contient  plus  d'un  facteur  premier  et  alors  le  nombre  des  classes 
est  pair. 

La  deuxième  condition  n'est  donc  remplie  que  si  m  est  un 
nombre  premier  négatif  de  la  forme  m  ^  i  (/j)  ou  si  m  ==  —  1 , 
m  ^  —  2. 

M.  Dôrric  a  étudié  complètement  le  corps  l:{^ —  3),  les  lois  de 
réciprocité  dans  ce  corps  et  ses  sous-corps.  Nous  renverrons  à  ses 
travaux  et  nous  n'étudierons  pas  ici  le  cas  k{\^ —  3)  pas  plus  que 
le  corps  A(v/ —  1)  qui  a  été  traité  déjà  par  Gauss.  Nous  aurons  donc 
à  considérer  les  corps  A'(\/ —  2),  v' —  7,  \ —  Hi  v^ —  19,  v/ —  23, 
\/ —  3i,  \/ —  A3,  \/ —  47,  etc.,  dont  les  nombres  de  classes  respec- 
tifs sont 

1 .     1 ,     1 .     1 .     3 .     3 .     1 .     5 . 

Théorème.  —  Lorsque  k{\'m)  est  un  corps  imaginaire  pour 
lequel  h  est  impair,  le  discriminant  relatif  de  tout  corps  relatif  par 
rapport  au  corps  A(v/»î)  est  différent  de  ±  i . 
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Démonslration  :  D'après  les  thcoromes  sur  le  discrlminanl  relatif 
du  corps  K(/hi),  celui-ci  con lient  en  facteur  : 

1°  un  idéal  V  <^le  l>'  premier  avec  2,  si  u.  est  divisible  par  une 
puissance  impaire  de  V  î 

2"  l'idéal  (  de  k  que  divise  (2)  dans  le  cas  où  a  est  divisible 
par  l",  que  (2)  est  divisible  par  V  et  que 

n'est  satisfaite  par  aucun  nombre  7.  du  corps  k. 

Il  a  déjà  été  démontré  que  cette  dernière  congruence  n'est  pos- 
sible que  si  a  =  le.  Admeltons  donc  que  a  est  divisible  par 

Vi-  Vi,  ■■■  i' 

le  discriminant  relatif  ne  poura  être  premier  avec  tous  ces  nombres 
que  si 

on  aurait  donc 

^fi'ip/i ...  ly^  I, 

mais  d'autre  part 

et  h  est  impair,  on  aurait  aussi 

On  aurait  donc  y.  =  iv',  ot"i  £  est  une  unité  et  v  un  nombre 
entier. 

Mais  le  corps  K(v/îv-)  coïnciderait  alors  avec  K(v/£). 

Pour  démontrer  que  le  discriminant  relatif  est  dilTérent  de  ±  i , 
il  suffit  d'après  le  dernier  théorème  du  n"  5i  de  démontrer  que 
dans  k{\/m.) 

t^^\  (4) 

n  est  pas  possible. 

Comme  on  a  écarté  k{\/ —  1)  et  k[\/ —  3)  on  ne  peut  avoir  que 
£  =  —  I ,  il  s'agit  de  savoir  si 

—  I  ^  (a;  +  yw)2,  (4) 
est  possible  en  entiers  rationnels  x  et  y. 

Sommer.  —  Tliiiorie  des  nombres.  31 
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Soit 

to 

= 

1  -+-  \/m              ,        m  —  I 

1                           4 

ce  qui 

donne 

c'est-à-dire 


1  =  a--  H ^ —  y^  -+■  (axy  -^  v^)w,  (4). 


X>  -4 y /  -r      I   =  G.   (4). 


2XY  -h  y-  ^  O.  (/|). 
La  dernière  exige  que  y  soit  pair,  il  ne  nous  reste  alors  que 
a:-  -+-  I  ^  o,  (4). 
mais  cette  dernière  est  impossible,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  avoir 

£  =  a-.    !i,. 

Le  discriminant  relatif  de  K(\'£)  n'est  pas  premier  avec  2,  il  est 
donc  différent  de  ±  i . 

54.  Quelques  cas  simples  de  la  loi  de  réciprocité  quadra- 
tique de  M.  Hilbert.  —  Thcorcme.  —  Un  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire B  du  corps  relalil'  K(\'fî),  dont  la  norme  relative  par  rap- 
port à  k  est  -+-  1,  peut  cire  représenté  par  le  quotient  de  deux 

A 
entiers  conjugués  du  corps  relatif,  c'est-à-dire  B  =  S(A)' 

Démonslration  :  Soit  (voir  n"  23)  B  4=  —  i , 
Al  =  I  -  B, 

S(A,)=  1  -f-S  B,  =  |,    I       B  . 

et  par  smteB  =  s-^^^- 

Si  donc  on  choisit  un  nombre  rationnel  entier  a,  tel  que  aA,  soit 
entier,  aS(Ai)  est  aussi  entier.  A  =  oAi  répond  à  la  question,  car 

B-     ^    . 


LE    CORl'S    UELATir  323 

On  pourrait  encoie  démontrer  ce  théorème  par  des  considéra- 
tions valables  pour  tout  corps  de  base. 

Par  hypotlu'se  BS(B)  =  -f-  i.  soit  S  un  nombre  qui  détermine 
le  corps  relatif  et  posons 


et 


'  X  +  8(6) 

A., 

=  I  +B, 

B., 

A. 

~S(A..)' 

Il  en  résulte  d'abord 


car  les  dernières  égalités  nous  donnent 

B,S(A,)  =  B.,  I  +  S(BJ)  =  B,  —  I  =  A,. 

Prenons  pour  x  un  nombre  rationnel  a  tel  que  B,,  ne  soit  pas 
nul,  ce  qui  est  toujours  possible,  on  peut  poser 


A,  = 


d'où 


R  —  _Al_  _  «  +  S(Q)     A,    _  a  -+-  S(6) 
°  ~  S(AO  ~     a  -^  6     S(A„)  —   a-h  (1)'  ^"• 

A 
Soit  Ai  =  -g  où  A  est  un  entier  du  corps  relatif  et  h  un  nombre 


rationnel,  il  vient 


ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Théorème.  —  Lorsque  le  discriminant  relatif  de  K(v^îJî)  ne  con- 
tient qu'un  seul  idéal  premier  V  de  k,  la  norme  relative  de  l'unité 
fondamentale  E  de  R  égale  —  i . 

Démonstration  :  Soit  E  l'unité  fondamentale  du  corps  K(v^p^). 
Admettons  que  Na(E)  =  -^  i  ,  il  y  a  dans  K  un  nombre  A  tel  que 

E  =  g-^        ou      A  =  ES(A). 
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Tout  nombre  qui  divise  A  divine  par  conséquent  S  (A).  Ceci  exige 
que  A  ne  soit  divisible  que  [)ar  des  idéaux  ambiges  de  K  et  en  outre 
peut-être  par  certains  idéaux  du  corps  de  base. 

D'après  I  liypothèse  le  surcorps  K(v^!Jt)  ne  contient  qu'un  seul 
idéal  anibige  '!|.v  Mais  il  y  a  toujours  dans  le  corps  fondamental  un 

idéal  m  tel  que  Ml .  ^  =  —7--  où  fi,  cl  y  ont  le  rnôme  sens  que  dans 

le  tbéorème  relatif  à  la  base  du  corps,  de  plus  comme  le  corps  de 
base  imaginaire  n'a  d'autre  imité  que  it  i,  c'est-à-dire  N*(E)  ==b  1, 
on  peut  toujours  admettre  que  A  est  de  la  forme 

A  =  Hx        ou        A  =  H.;v^iI, 

où  a  est  un  entier.  |  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  de  k{[fm) 
et  où  H  est  une  uni  lé  du  corps  relatif. 
D'où 

''-S(A)-S(H)--''' 

E  ne  serait  pas  une  unité  fondamentale. 

Il  faut  donc  que  N/,(E   =  —  i . 

Remarque.  —  (Rappelons  que  A(v''^^^)  et  A'(v^-^^3)  sont  excep- 
tés dans  ces  rccbercbes.  On  verrait  dans  chaque  cas  comment  ce 
théorème  doit  être  modiQé). 

On  peut  conclure  de  là  maintenant  que  le  nombre  des  classes  H 
de  ce  cor[)s  Iv(v';ji)  est  impair.  (Comparer  avec  le  n°  23). 

Admettons  que  le  nombre  des  classes  soit  pair.  Il  y  a  un  idéal 
non   principal   3    lel   que   3"  ;^'    i.   Mais  alors  S(3)'  ^^   i    et 

Mais  comme  3  S (3)  =  1  est  un  idéal  du  corps  de  base  et  que 

j'' ;>^  1,   riiypothèse  de  h  impair  exige  que   3^(3)  ^^   ^-   ^lais 

comme  3-  cv:;  i,  3^(3^  ^^  ^   o'^   en  conclut  que  3  ^v:  S(3)  ou 

3  =  (B)S(3)  où  B  est  un  entier  ou  un  nombre  fractionnaire  deK 

dont  la  norme  relative  Nv(B)  ==t:  i,  le  corps /c n'ayant  pas  d'autres 

S  (A) 
unités  que  ±:  i.  Si  N/,(B)  =  4-  i  on  peut  poser  B  =  -V-  011  A  et 


S  (A)  sont  des  entiers  du  corps,  mais  si  Na(A)  =  —  i,  Na(EB=  ■+-  i 

■"  S  Al 

et  l'on  peut  poser  EB  "=  - .     •  Dans  les  deux  cas 

3  =  {B)S(3)     peut  s'écrire     ;a)3  =  S(A3). 
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c'csl-à-dire  que  tout  facteur  idcal  premier  (A)!^  sérail  aussi  faclcur 
de  S  (A3). 

Mais  comme  K(v/(ji)  ne  conlient  qu'un  seul  idéal  ambige  el  que 
l'on    peut    toujours    trouver    un    nombre   m  du   cor|)s  A:  tel   que 

on  a  ou  bien 

(A)3  =  |       ou  bien       (A)3^i(^). 

où  I  est  un  idéal  de  A'.  Dans  les  deux  cas  Q  serait  équivalent  à  un 
idéal  du  corps  de  base,  c'est-à-dire  à  un  idéal  principal,  et  comme 
alors  on  aurait  3''  ^'^  j''  <^^  i  en  |même  temps  que  3^  ^^^  i  on  au- 
rait 3^  CVS  I,  ce  qui  est  contraire  à  l'iiypotlièse. 

M.  Hilbert  pour  formuler  plus  facilement  les  théorèmes  suivants 
a  introduit  dans  son  étude  du  corps  relatif  quadratique  et  du  corps 
relatif  abélien  les  désignalions  suivantes  ('  . 

Définition  :  Un  idéal  premier  V  à\x  corps  de  base  k{\/in)  premier 
avec  (2),  et  suivant  lequel  toute  unité  du  corps  A(\/m)  est  reste 
quadratique  est  dit  un  idéal  primaire,  tout  idéal  qui  ne  satisfait  pas 
à  cette  condition  est  un  idéal  non  primaire. 

.Comme  d'ailleurs  par  hypothèse  les  unilés  du  corps  de  base 
sont  ±  I,  tout  idéal  premier  avec  2  est  primaire  s'il  est  reste  qua- 
dratique de  —  I . 

On  a  alors  le  ihéorèmc  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  p  un  idéal  primaire  de  A',  il  y  a  toujours  un 
nombre  -  du  corps,  tel  que  (71)  =  p/'  et  tel  que 

TT  =  a^  (/,) 

soit  satisfaite  par  un  a  entier  du  corps. 

Démonstration  :  Les  hypothèses  restreintes  que  nous  avons  faites 
facilitent  la  démonstration. 

p  est  un  idéal  soit  du  premier  soit  du  second  degré.  Dans  le  der- 
nier cas  p  =:  (p),  et  comme  p  et  p  sont  premiers  avec  2,  on  a  cer- 
tainement 

/)  ^  1  (4)      ou      —  />  ^  I  (4)- 

Dans  ce  cas  le  théorème  est  donc  démontré. 

fi)  La  notion  et  le  mot  d'idéal  primaire  sont  dûs  à  Gauss.  Œuvres,  t.  II, 
Théorie  résidus  biquadraliqucs,  Coin.  soc.   Wr.  30. 
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Par  contre  soit  \>  un  itléal  du  [)rcinier  degré 

n{p)  z=  j),  et  p  est  impair. 
On  a  toujours 

Pour  que  —  i  =  B^,{\>)  soit  possible  pour  un  entier  du  corps 
k{\/m)  il  iaut  que 

—^' ^  o,  (u)       c'csl-à-dirc       p  ^  i,  (4). 

Soit 


ou 


alors 


I  -f-  \''m 

3 

y/)  =:  (a  -h  6io)  (a  -^-  6uj') 

1  +  m 


a-  -h  «6  H-  b- 


4      / 


comme/)  =  i.  ('i),  a  et  6  ne  peuvent  être   tous  deux  pairs,  et 
comme 

a^  -\-  ab  -^  b-  — , —   =  [a  -\ —  -p  6- 

est  toujours  positif  on  a  pour  a  et  b  les  cas  suivants  : 

i°Si— ~-  ^  1,  (^),  a  =  ±i,  6^0  ou  a^±i,  /j^qzi,  (4). 
2»  Si  1-=-^  =  o,  (4),  a  =  ih  1,  6  =  0,  (4). 

3"  Si  — -, —  ^3,  (4).  a^dzi,  6^0  ou  aEE±  i  avec  6^d=i 
4 

ou  a  ^  2,  6  ^  ±:  i,  (4). 

4*'  Si  ^-^'  =  o,  (4),  a=^±i,  6  =  0,  (4). 

En  tenant  compte  de  tous  ces  cas  on  voit  qu'en  elTet  l'une  des 

congruences 

a  -h  6io  =  (o;  -T-  va»)-,  (4) 

—  a  —  6to  =  (x  -f-  jw)*,  (4) 
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est  toujours  satisfaite  par  des  entiers  ralionnels  x  et  y.  Autrement 
•  lit  le  système 

•4 

h  —  2XY  —  y-  ^  0,  (4) 


ou  !)ien 


—  a  —  X-  -\ ^  y  =  o,  (4) 

—  b  —  2xy  —  j^  ^  o,  [II) 

admet  des  solutions  entières  x  et  y. 

Le  théorème  est  démontré,  on  a  toujours 

7t  =  ±i{a-h  buj)  =  a2,  (4). 

Théorème  réciproque.  —  Soit  ::  un  entier  du  corps  /v,  pour  lequel 
~  ^  Cf},  (4)  admet  une  solution  entière,  et  si  (tt)  est  la  h"  puissance 
d'un  idéal  premier  p  premier  avec  (2),  c'est-à-dire  (")  =  p'',  p  est 
un  idéal  primaire,  c'est-à-dire  que  —  i  est  reste  quadratique  de  p. 

Dénmiutralioii  :  Par  suite  de  l'hypothèse  le  discriminant  du  corps 
relatif  K(v'7:)  ne  contient  qu'un  facteur  premier  \>.  Mais  alors  la 
norme  relative  de  l'unité  fondamentale  E  du  corps  K(v/t:)  est  égale 

à  —  I .  Posons  E  =  ^-^  (c'est  la  forme  des  nombres  entiers 

ducorps  K(v'7:))  -^  est  un  nombre  entier  et  -  est  au  plus  divisible 
par  fJ   -   .  De  l'égalité 


a2 
1  =  — 


il  résulte  donc 


et  a  fortiori 

Comme  2  est  premier  avec  p  il  y  a  un  nombre  H  tel  que 

2ï  =  ±  I  (p)         ou         4^''  =  1  (P). 
on  obtient  linalement 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Ces  lliéorcnics  justilicnl  la  tltHinilion  suivanlc  : 

Définition.  —  Soit  V  un  idéal  primaire  du  corps  A-  et  si  (r)  ==  p'- 
est  choisi  de  façon  que  n  ^  a^  Cx),  r.  est  dit  un  nombre  primaire 
de  ridôal  primaire  ^. 

Théorème.  —  Soit  V  un  idéal  primaire  du  corps  k  el  z  un 
nombre  primaire  de  ^î,  soildeplus  v  un  autre  idéal  premier  de  A,  soit 

(p)  =  1'''.  Q)  =  -f-  I  entraîne  (°-)  =  -h  i. 

( -|  représente  le  symbole  de  Legendrc  élendu  aux  idéaux. 

Démonstration  :  L'hypothèse  (  7  )  =  -H  i  exige  que  l'idéal  pre- 
mier X  se  décompose  dans  le  corps  relatif  K{\'7:)  en  un  produit  de 
deux  idéaux  conjugués  relatifs 

r  =  (v,  A^r,  S(A)). 

Comme  de  plus  k  est  un  nombre  piimaire  de  ^,  le  discrimi- 
nant relatif  de  K(v^-;r)  ne  contient  que  le  facteur  premier  v>  et  il 
existe  un  nombre  rationnel  entier  impair  tel  que 

r"  =  (P)(S(P)), 

où  P,  S(P)  sont  des  entiers  du  corps  relatif  lv(v^:x).  Si  on  élève  les 
deux  membres  à  la  puissance  h 

1?)"  =  (PO  (S (PO), 

„  _  «  +  P v^5  _  g  —  3v/Tt^ 

2Y  2Y 

-.  — ^"  sont  des  entiers  du  corps  relatif  et  on  a 

4?"  =  v^  (p) 

Déterminons  ^  tel  que 

it— 1 
20  -   ç  =  1,  (V). 

on  a 
et  enfin 
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c'est-à-dire 

P 


a) 


v:     -^'' 


En  appliquant  plusieurs  fois  ce  théorème  on  voit  que 
Théorème.  —  Soit  \>  et  Vi  deux  idéaux  premiers  primaires  et  7:, 

"i  deux  nombres  primaires  appartenant  l'un  au  premier  l'autre  au 

second,  on  voit  que 


Démonslralion  ;  De  (-^  j  =  +  i  il  résulte  que  (  —  )  =  -1-  i, 
mais  si  ( -^  )  =  —  i,  (^' )  =  —  i-  car  si  on  avait  (~)  =  _|-  i  on 

aurait  (  jp  )  =  h-  i  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Nous  avons  là  une  faible  quoique  importante  partie  (les  théorèmes 
complémentaires)  du  théorème  général  de  réciprocité.  Pour  ce  qui 
concerne  le  théorème  général  nous  renverrons  le  lecteur  aux  travaux 
de  MM.  Hilbert  etFurtwangler.  Le  symbole  de  M.  Hilbert  concer- 
nant les  restes  normiques  et  les  non-restes  normiques  permet  de 
formuler  simplement  cette  loi  généralisée  par  rapport  à  un  corps 
de  base  quelconque.  A  l'aide  de  ce  symbole  les  classes  d'idéaux  du 
corps  relativement  quadratique  peuvent  être  réparties  en  genres. 
En  démontrant  l'existence  de  certains  genres  parmi  tous  les  pos- 
sibles on  atteint  la  loi  de  réciprocité  ('). 

Dans  les  cas  que  nous  venons  de  considérer,  nous  avons  pu 
arriver  à  une  démonstration  grâce  à  ce  fait  que  le  nombre  des 
classes  du  corps  relatif  étant  impair  toutes  ces  classes  appartiennent 
au  même  genre. 

55  Exemples  de  corps  de  classe.  —  Pour  terminer  nous 
indiquerons  encore  les  propriétés  du  corps  relatif  dans  quelques 
cas  exclus  jusqu'ici  : 


(*)  Voir  D.  IIiLiiERT,  Math.  Ann.,  t.  LI.  Das  allcjemeine  iiuadralisclu-  Rczlpro- 
zilàlsgeselz.  M.  IJorrie  a  démontré  cette  loi  pour  les  corps  dont  le  nombre  des 
classes  est  i,  dans  sa  dissertation  déjh  citée.  On  trouve  des  exemples  numéri- 
ques dans  la  thèse  de  G.  Rùcki.e,  Giitlingen,  1901. 
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1"  Quand  le  corps  de  base  est  imaginaire  et  que  le  nombre  des 
classes  est  pair  ; 

2"  Quand  le  corps  de  liase  esl  réel. 

1"  Exemple.  —  Soil  lx{\,' —  5)  le  corps  de  base  dont  les  seules 
imilcs  sont  ±  i.  Les  nombres  i,  oj  =  / —  ^  formcnl  une  base  du 
corps  dont  le  nombre  des  classes  est  h  =  2. 

La  première  question  qui  nous  intéresse  est  la  suivante  :  ^  a-t-il 
nu  corps  relatif  quadratique  dont  le  discriminant  relatif  par  rapport 
à  h  est  ±  I.  Ln  pareil  corps  relatif  ne  contient  évidcminenl  pas 
d'idéal  ambige  et  nous  l'appellerons  un  surcorps  non  ramifié 
(unverzwcigter  Oberkorpcr). 

Comme  le  nombre  a  =  —  i  du  corps  k{\' —  5)  ne  contient  au- 
cun facteur  premier  et  que 

-i  =  ^%  (4) 

est  satisfaite  pour  a  =  \f^  5,  le  discriminant  relatif  de  K(/ —  i) 
est  premier  avec  (2)  et  ne  contient  aucun  fiicteur  premier,  c'est- 
à-dire  que  K  (v^ —  1  )  est  un  corps  répondant  à  la  définition. 

M.  Hilbert  dit  qu'un  corps  quadratique  relatif  K(v/iJi)  dont  le 
discriminant  relatif  par  rapport  à  un  sous-corps  ayant  un  nombre 
de  classes  h  ^^  2  est  égal  à  ±  i  est  un  corps  de  classe  de  ce  sous- 
corps  ('). 

Dans  l'exemple  cboisi  K{\/ —  i)  est  un  corps  de  classe  du  corps 
quadratique  de  base  k{y/ —  5). 

Si  l'on  prend  comme  base  de  ce  coi-ps  de  classe 

1,    oj  =  \  —  0,    Ù= ,    tJ,  =1 


(')  Les  notions  cl  les  llic'orèmcs  exposés  dans  ce  numéro  à  l'aiile  de  quelques 
exemples  se  rattachent  à  des  notions  correspondantes  de  la  tlicorie  de  la  multi- 
plication complexe  des  fonctions  elliptiques.  KnoNECKEn  en  a  été  l'initiateur, 
l'expression  corps  de  classe  lui  est  due.  Voir  D.  Hilbert,  Xachr.  con  der  kgl. 
Ges.  d.  Wissensch.  zu  GôUingen,  matli.-phys.  Niasse,  i8()8.  p.  j-o  et  suiv.  Acla 
inalh.,  t.  XXVi,  1902,  p.  99  et  suiv.  Ce  mémoire  esl  un  complément  de  celui 
des  Malh.  Ann.,  t.  LI,  sur  les  corps  quadrat.  reUt.  Voir  aussi  II.  Fceter.  Dis- 
sertation. Der  h lassenkiirper  der  ijuadratischrn  Kdrper  und  die  Lompicxe  MuUipU- 
caiion,  Gollingen,  igoS,  cliap.  I,  II. 
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12  est  à  la  fois  une  unité  telle  que 

—  5  -h  1 


t2S(())  = 


Lorsqu'on  étudie  la  décomposition  des  nombres  et  des  idéaux  du 
corps  de  base  on  obtient  les  résultats  suivants.  Cliaquc  proposilioii 
exprime  une  propriété  générale  caractéristique  du  corps  de  classe. 

I.  Un  nombre  premier  p  indécomposable  dans  ky — 5)  se 
décompose  en  un  produit  de  deux  idéaux  premiers  dans  le  corjis 

relatif  lv(v/^n),  car  si  [^)  =  [^)  =—  ^  O'^  »  (p j  =  +  ^ 

ou  encore  ( )  =  -f-  i .  Il  en  résulte  que  /)  se  décompose  dans 

/.•(^_l_  5)  ou  A;(/ —  i)  et  comme  tous  les  nombres  de  ces  deux  cor[)s 
appartiennent  au  corps  relatif  K(v/^^)  p  se  décompose  dans  ce 
dernier. 

Par  exemple  (p)  =  1 1  est  un  idéal  premier  de  second  degré  dans 

/.•(v/=^)ona(^)==i 

(il)  ==  (4  +  \/l)    (4  —  V^)  =  (9  +  2ti.)  (1   —  2Q0- 

De  même/)  =  i3,  17,  19,  3i  sont  indécomposables  dans /v(v/ — 5), 
par  contre  dans  le  corps  relatif 

(  i3)  =  (3  -f-  2  V/'^)  (3  —  2  y/^)  =  (3—  2'.j  —  Z,Q)  (3  +  2C0  — /iSi), 
(i7)  =  (4  +  V'--^)  U  — /^)  =  (4  — w  +  2Q)(4  + w  — 2Î1), 

09)  ^  (4  H-  ^)  (4  H-  ^')  =  (7  +  ^^.)  (^  -  û.)^ 
(3i)=  (6  4-  \/5)  (6  -  v^'5)  =  (1 1  +  2QO  (i  -  2Ç},)- 

2.  Si  /)  est  un  nombre  premier  qui  se  décompose  dans  k{\/—  5) 
en  un  produit  p  .  \>'  il  faut  distinguer  deux  cas,  ou  bien  p  =  i  (4) 
ou  bien  p  ^  3  (4). 

2  a.  Dans  le  premier  cas 

-  1  =  a^  (p) 
est  toujours  possible  en  nombre  entier  du  corps  de  base.  En  effet 
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comme  n(\>)  ^=  p  toul  nombre  entier  de  h  est  congru  à  im  entier 
rationnel  compris  onirc  i  et  p  suivant  le  module  (p),  et  comme 

—  I  =  ar2  {p) 
.•idmct  une  solution,  a  forliori 

—  I  =  a2  (p) 
est  possible  ainsi  que 

-  1  =  a^  iV'). 

Les  idéaux  \f  et  ]>  sont  donc  décomposables  à  leur  tour  dans  \o 
corps  relatif  K(v/ —  \).  Les  deux  idéaux  \>el\>'  sont  des  idéaux  prin- 
cipaux, comme  nous  allons  le  faire  voir.  Le  corps  de  base  k{{/—h) 
a  pour  discriminant  —  20  qui  contient  deux  facteurs  premiers  -a 
et  5.  Les  deux  classes  (la  classe  principale  et  la  non  principale) 
appartiennent  donc  à  deux  genres  différents,  et  l'on  voit  de  suite 
que  4),  p'  appartiennent  au  genre  principal  et  par  suite  à  la  classe 

des  idéaux  principaux,  et  en  elTct  comme  p^  i  i\),  ( )  =  i . 

:5^  ^ 


26.  Le  second  cas  est  tout  autre.  La  congruence 

—  1  =  a2  (p) 

ne  peut  avoir  aucune  solution,  sans  quoi  comme  a  est  congru  à  un 
nombre  rationnel  suivant  le  mod  p 

—  1  =  x\  (p) 

serait  possible. 

Les  idéaux  premiers  de  la  seconde  classe,  c'est-à-dire  de  la  classe 
des  idéaux  non  principaux  sont  encore  des  idéaux  premiers  dans  le 
corps  relatif  K(\' —  i).  Mais  ces  idéaux  premiers  sont  des  idéaux 
principaux  du  surcorps  K{\/ —  i) 

En  effet  2  se  décompose  dans  k\^ —  i, 

2  =  (i  -i-\/—  1)  (i  —  \/—  1). 

Posons  5  =  (2,  I  -+- Y — 5)  et  soit  V  un  idéal  de  la  seconde  classe 
du  corps  lx{\/ —  5)  on  voit  que  ?^p  =^  (a)  oîi  a  est  un  nombre  entier 
du  corps  de  base. 
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Par  suilc  5^^'  =:  ('/,)'-  en  écrivant  ^p  -.—  (z),  on  voit  que 

it  2it  ^  a-       ou       rt  4~  =  ^"  •  2. 
Dans  le  corps  relatif 

comme 

«(iH-y/—  1)      ^^     «(i  — y/-  i) 
2  2 

sont  des  entiers  de  K(v/ —  i)  (leur  somme  et  leur  produit  sont  des 
entiers),  p^  est  le  produit  de  deux  idéaux  conjugués  relatifs  dans  le 
corps  K(v' —  i).  Gomme  d'autre  part  p  ne  se  décompose  pas  dans 
ce  corps  et  que 

a(l-|-v/^)  g^  a(l-v/~[) 

2  2 

ne  se  distinguent  que  par  un  facteur  unité  / —  i  on  a  dans  le  corps 
relatif 

!i  H-\/— 


c'est-à-dire  que  tout  idéal  premier  du  corps  k{\/ —  5)  qui  est  un 
idéal  non  principal  de  ce  corps  devient  un  idéal  principal  dans  le 
corps  relatif. 

Les  résultats  i  et  2  nous  donnent  le 

Théorème.  — Les  idéaux  premiers  principaux  du  corps  k{\/ —  5) 
se  décomposent  dans  le  corps  de  classe  en  un  produit  de  deux 
idéaux,  par  contre  les  idéaux  premiers  non  principaux  sont  encore 
des  idéaux  premiers  du  corps  de  classe,  mais  ils  y  sont  des  idéaux 
principaux. 

Quelques  exemples  numériques  illustreront  ce  théorème  : 

(5)  =  (v/=^5)\_  _ 

(29)  =  (3  +  2  \/-  5)    (3  -  2_V/-  5), 

(4i)=(4-+-V^-5)  (6-V/-5). 
(61)  =  (3  +  3  y/^)  (4  -  3  y/^). 
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par  conséquent  (v' —  5),  (3  +  2  v  —  5),  (3  —  u  / —  5),  etc.,  sont 
des  idéaux  principaux  du  corps  ki\/ —  5)  qui  se  décomposent  diins 
le  corps  de  classe.  On  Irouvo  facilerncnl  : 

(v/£5)  =  (1-4-  Q){i^  +  S(Q)2^  

(3  +  2  v/-  5)  =  (i  -  \/- 5  +  v/-  i)  (i  —  \'—  5  -  v/^  I. 

(3  —  2  v/-^)  =  (ïH-  v^-^  H-v^—  •)  ''•  +\''^  —  y/— "»]• 

(g  +  v/^)  _ 

_  /5+v/^-(3-v-5)v^^\  /5-i-v/^  +  (3-\'^)v/IIi  ^ 

=  (5  -1-  2  v/—  5  —  3ii  +  ihj  (5  +  2  \^^  —  S(ti)  -f-  S(a,). 

on  obtient  G  —  \f—b  en  remplaçant  -;-  \^—li  par  —  v'5. 
De  plus 

_  /5+v/-^+(i+V^^)\/^\  /5-hv/^-(i  +  \/^)v/II^"\ 

=  (5  -h  Q  +  Qi)  (5  +  ^  -^  S(Q,)). 

avec  une  décomposition  semblable  pour  'i  —  3  \' — 5. 
Prenons  des  exemples  d'idéaux  non  principaux 

car 

(2)  =  (n-v— i;  Il  -\  -ij. 

(l+^'^ô)   =   il  -^\'^)   (— 2-i-S:0.  —  0,>. 

de  même 

(3.  1  4-  \'-^)  =  (-  2  -^  S(Q)  _  Q,\ 
(3,  I  —  \  —  ^}  =  (3  —  o  -^  tii). 
et  de  même 

(7,  3  -f-  \'5)  =  (4  -+-  2w  —  3S(t);  +  il;), 
de  plus 

(23,  8  -f-  V/'— 5.'  =  (8  -'-  ^'^  +  <-^  -^  3Ui).  etc. 
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En  répétant  plusieurs  lois  Ijipplicalion  de  ce  théorème  on 
démontre  qu'il  est  encore  vrai  lorsqu'on  remplace  le  mol  idéal  pre- 
mier par  le  mot  idéal. 

I^nlin  dans  l'exemple  /»(\' —  ô)  nous  [)ouvons  montrer  que  le 
corps  de  classe  a  un  nombre  impair  de  classes. 

Admettons  que  ^  soit  un  idéal  non  principal  du  corps  K  {</ —  i) 
tel  que  3^  =^  i-  Gomme  3^(3  ^^^  ^^  '*^^'-'^'  du  corps  fondamental 
et  que  par  cela  mémo  il  est  un  idéal  principal  de  celui-ci  ou  du 
corps  de  classe,  on  aurait 


ou 

Posons 

on  a 

Dans  le  cas 

et  dans  le  cas 
comme 


B 


3 


S(3) 

N,(B;  =  ±i. 

n,{b;  =  - i 


N,(E)=— I.      EB  = 

Dans  les  deux  cas 

(A)3  =  S(A3), 

(A)  3  serait  donc  un  idéal  du  corps  de  base  ou  le  produit  d'un 
idéal  ambige  du  corps  de  classe  par  un  idéal  du  corps  de  base. 
Mais  comme  le  discriminant  du  corps  de  classe  n'a  pas  de  facteur 
premier  et  que  le  corps  de  classe  n'a  pas  d'idéal  ambige^  A3)  ^-'' 
un  idéal  du  corps  de  base  et  par  suite  3  ^^  I5  c'est-à-dire  que  si 
le  carré  d'un  idéal  3  6st  un  idéal  principal,  cet  idéal  3  est  aussi 
un  idéal  principal. 

Si  donc  le  nombre  des  classes  du  corps  relatif  II  ^=  i"u,  oh.  11  esî 
un  entier  impair, -on  aurait  pour  tout  idéal  de  la  suite 

ce  qui  est  impossible.  Le  nombre  des  classes  est  impair. 
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On  voit  immédiatement  que  les  considérations  établies  pour  le 
corps  A(\/ —  5)  s'appliquent  presque  littéralement  à  tout  corps  de 
base  k{\^in)  ayant  un  nombre  de  classes  égal  à  2  et  déterminé  par 
un  nombre  premier  négatif  hj  ^  3,  (1).  On  peut  clioisir  comme 
corps  de  classe  d'un  tel  corps  le  corps  relatif  k  (\/ —  i)  ;  l'unité  fonda- 
mentale c,  du  corps  A- (y —  m)  =  h(t^^^^  y '»)  ponr  laquelle  //(ci) 
= — 1  est  aussi  une  unité  dans  K(v/—  i)  avec  la  norme  relative — i. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  dans  l'exemple  précé- 
dent sont  vrais  pour  tout  corps  de  base  dont  le  nombre  des  classes 
est  2,  comme  M.  Ililbert  l'a  démontré. 

Si  nous  voulons  nous  en  tenir  à  des  corps  de  base  quadratiques 
imaginaires  k(\'in)  la  condition  h  =  2  exige  que  le  genre  ^  ^  2. 

Mais  on  sait  que  g  =  2'~^  oii  r  est  le  nombre  des  facteurs  pre- 
miers distincts  du  discriminant  du  corps  k{\^m).  Dans  le  cas  où  m 
satisfait  h  m  ^  1  (4)  et  ne  contient  qu'un  facteur  premier,  on  a 
r  ^  1,  ^  =  I,  et  le  nombre  des  classes  de  A(v'ni)  est  impair.  Pour 
h  =  2  on  ne  peut  avoir  que  ^  =  2,  r  =  2,  c'est-à-dire  que  ou  bien 
m  est  un  nombre  premier  négatif  de  la  forme  m  ^  3  (V)  ce  qui 
est  le  cas  considéré,  ou  bien  m  ^  2  (/j)  ou  m  ^  i  (4),  le  nombre  ru 
contient  dans  le  premier  cas  le  facteur  2  et  un  autre  facteur  premier 
de  la  forme  f\n  dz  3,  dans  le  second  cas  m  contient  un  facteur  pre- 
mier rationnel  positif  p  ^  1  (/j)  et  un  second  facteur  premier 
rationnel  positif  q  ^  3  (4). 

Quelques  exemples  pour  montrer  qu'on  rencontre  ces  cas  pos- 
sibles. 

2"  Exemple.  —  Le  corps  /i(v — 1>2)  a  pour  discriminant  ^/=  —  88, 
le  nombre  des  classes  h  =  2  et  le  genre  g  =  2.  Soit  V  un  idéal 
premier  avec  2,  sans  être  un  idéal  principal,  et  posons  -  =  p-,  la 
congrucnce  ±  -  ^  a"  (4)  est  toujours  satisfaite  par  un  entier  du 
corps  soit  pour  -4-  ~  ou  pour  —  ~. 

Car  soit  p  le  nombre  premier  rationnel  qui  contient  \>  et  soit 


T.  z^  a  -\-  b\  —  22,         p2__--'-_Q2_^  226^ 

Comme  P"  ^  i  (4)  il  faut  que  a  soit  impair  et  que  b  soit  pair, 
c'est  pourquoi 

±(a-h  b\—22)  =  'r-  (4) 

admet  comme  solution  un  entier  du  corps  L{\  —  22).  Soit  ",  =  ± ~ 
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le  nombre  pour  lequel  ::,  ^  a-  (/»),  le  corps  K(v'-,)  représentera 
par  rapport  au  corps  de  base  k{y' —  22)  un  corps  relalit  dont  le  dis- 
criminant relatif  ne  contient  pas  d'idéal  différent  de  rt  1. 
Soit  par  exemple 


=  (ii.v/- 


ii> 


K(v/ —  11)  est  alors  un  corps  de  classe  du  corps  de  base  A;(\/ —  22) 
pour  lequel  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Tlicorème  i.  —  Le  discriminant  relatif  du  corps  Iv(\/ —  11)  par 
rapport  au  corps  h(\/ —  22)  est  une  unité. 

Tous  les  entiers  du  corps  relatif  peuvent  être  représentés  au 
moyen  des  nombres  de  base 


/ iiH-V'^— 11     ^  '  ii-f-v/— 11 

I,     W=:\/—  22,      12=11 ,     ii,  =  y  — 22 


Gomme  le  corps  relatif  contient  tous  les  nombres  du  corps  qua- 
dratiques A:(v/—  11)  et  k{\/2),  on  a  en  tenant  compte  du  système  des 
caractères  des  idéaux  le 

Théorème  2.  —  Tout  idéal  premier  principal  de  k(\/ — 22)  se 
décompose  dans  K(v/ —  11)  en  deux  idéaux  premiers  distincts  rela- 
tivement conjugués. 

Enfin  pour  les  idéaux  non  principaux  du  corps  k(y' — 22)  on  a  le 

Théorème  3.  —  Les  idéaux  premiers  du  corps  de  base  k{\/ —  22) 
qui  n'appartiennent  pas  à  la  classe  principale,  sont  encore  des 
idéaux  premiers  du  corps  relatif  K(v/ —  11),  mais  ils  y  deviennent 
des  idéaux  principaux. 

On  voit  tout  d'abord  que  l'idéal  (11,  \/ — 22)  devient  un  idéal 
principal  du  corps  relatif  car 

(il,  \/— 22)  =  (v/— 11)- 
Soit  maintenant  p  un  idéal  non  principal 

(11,  \/—22).p  =  {<x) 

est  un  idéal  principal  du  corps  de  base 

Sommer.  — •  Théorie  des  nombres.  a  a 
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on 


_{-Y(^~rx)\ 


Mais  d'autre  part  —~ est  un  entier  du  corps  relatif,  c'est- 

II 

d-dire  que  \>  est  un  idéal  principal  de  ce  corps. 

En  tenant  compte  des  trois  premiers  théorèmes  on  obtient  le 
Théorème  4-  —  Le  nombre  des  classes  du  corps  relatif  K(\/ —  1 1  ) 

est  un  nombre  impair. 

3°  Exemple.  —  Soit  le  corps  de  base  k(\' —  lô)  on  —  m  =3-  5, 

,...,,  -        ,  1  -+-  v/—  i^  1 

son  discriminant  «=  —  lo,   sa  base  i,  o)  ^= ,  le 

2 

nombre  des  classes  et  le  genre  sont  égaux  ù  2. 

Il  en  résulte  que  tous  les  nombres  premiers  rationnels  p  tels  que 

(       ^    )  =  +  7.  (  o  )  =  I.  (  r  j  =  I  se  décompose  dans  k{\^ —  ij) 

en  un  produit  de  deux  idéaux  principaux. 

Soit  V  un  idéal  premier,  premier  avec  2,  qui  ne  soit  pas  un  idéal 
principal  et  soit  (")  =  |)">  on  démontre  encore  que  Ton  peut  satis- 
faire à  ±  7:^  a-  (4). 

Si  l'on  prend  par  exemple  p  =  (3,  ^ —  i5)  ou  \>  =  (5,  \^ —  i5) 
on  trouve  que  les  corps  relatifs  K(v' —  3),  K(\'5)  sont  des  corps  de 
classes  par  rapport  au  corps  k{s^ —  i5)  avec  les  propriétés  établies 
dans  les  exemples  précédents.  Ces  exemples  donnent  un  aperçu  très 
net  des  corps  quadratiques  imaginaires  et  des  corps  relatifs  qua- 
dratiques. Le  fait  le  plus  curieux  est  l'existence  de  ce  corps  de 
classe  dans  lequel  tous  les  idéaux  non  principaux  des  sous-corps 
deviennent  des  idéaux  [)rlncipaux. 

Un  corps  de  base  réel  se  comporte  d'une  façon  toute  diflérente 
de  celle  d'un  corps  de  base  quadratique  imaginaire. 

Il  nous  faut  d'abord  définir  une  notion  établie  par  :M.  Hilbert 
{d'après  l'exemple  de  Gauss  et  de  Dedekind)  ('). 

La  notion  de  nombre  totalement  positif  et  primaire. 

Définition.  —  Un  nombre  a  du  corps  quadratique  réel  k{\/m)  est 


(')  \  oir  Dederind.  —  Varies,  aber  Zahlcnlheorie  von  Dihichlet  iind  Dedekind. 
li  Auû.,  Siippl.  XI,  p.  578. 
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dit  tolaicmenl  positif,  si  a  esL  un  nombre  positif  aiasi  que  son  con- 
jugué a'.  Soit  de  i)lu8  a  un  nombre  totalement  positif  premier 
avec  2  et  tel  que  a  ^  v'-,  (4 ),  v  étant  un  entier  de  /.()//«),  a  est  dit 
un  nombre  [)rimaire  du  corps  k[\'in). 

Il  nous  sera  ici  plus  utile  de  donner  une  autre  idée  de  la  condi- 
tion d'équivalence. 

Définition.  —  Deux  idéaux  j  et  t  du  corps  k{\^m)  sont  dits  équi- 
valents au  sens  restreint,  si  leur  quotient  L  =  a,  a  étant  un  nombre 

totalement  positif  du  corps  k.  Deux  idéaux  quelconques  équiva- 
If^nts  d'après  celte  définition  appartiennent  à  la  même  classe 
<!' idéaux. 

La  classe  d'idéaux  dans  le  sens  restreint  sera  représentée  par  h. 

Dans  l'égalité  L  =  a,  a  n'est  déterminé  qu'à  un  facteur  unité 

près.  Il  importe  donc  pour  déterminer  h  de  savoir  si  la  norme  de 
l'unité  fondamentale  du  corps  quadratique  égale  -f-  i  ou  —  i. 

En  effet,  soit  c  une  unité  fondamentale  positive  de  k{\/m)  et 
//(s)  ^  -f-  I,  s'  est  aussi  positif  ou  encore  s  est  totalement  positif. 

Le  quotient  défini  par  l  =  a.  est  donc  de  prime  abord  totalement 
positif  ou  il  ne  l'est  pas. 

Dans  ce  cas  chaque  classe  du  corps  primitif  se  décompose  en  deux 
nouvelles  classes  dans  le  sens  restreint. 

Car  si  ai  est  un  nombre  positif  de  norme  négative,  l'équivalence 
des  deux  idéaux  j,  î  au  sens  plus  laige,  on  déduit  j  4-'  (^i)ï  au  sens 
restreint,  alors  qu'au  sens  large  î  et  {(/.i)î  sont  équivalents. 

Si  h  est  le  nombre  des  classes  au  sens  large,  h  le  nombre  des 
classes  au  sens  restreint,  on  a  h  =  2/1. 


k(\/l),  £  =  tU=LltV^.  n{B)  =  -J,  h=I, 

kWj),  s  =  8  +  3v/7,  «(.)  =  +! 

/c(v/io),  s  — 3  +  V/'iO,  n(e)=z~i 

.ki^/'jb),  E  =  4  -f-  V  i5, 


1, 


a  ■)  =  -}-  1, 


h=r   l. 

7t  =  2. 

h=  2. 

h  =  2, 

/.  =  4. 

h=^li. 

On  démontre  d'une  façon  générale  qu'à  tout  corps  ayant  un 
nombre  de  classes  impaires  h  on  ne  peut  superposer  aucun  surcorps 
non  ramifié,  tandis  qu'il  existe  des  surcorps  non  ramifiés  pour  tous 
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les  autres  corps.  Pour  un  corps  de  ^  ===  2  un  pareil  corps  esl  auss-i 
corps  de  classe  avec  des  propriétés  analogues  aux  corps  de  classe 
relatifs  à  des  corps  de  base  imaginaires  et  que  nous  avons  appris  à 
connaître. 

Comme  exemple  particulier  nous  étudierons  A(\  5)  qui  a 
/i  =:  A  =  I.  S'il  existait  un  surcorps  relatif  quadratique  non  rami- 
fié et  s'il  était  déterminé  par  le  nombre  u.  de  /.-,  a  à  part  des  fac- 
teurs carrés,  ne  pourrait  contenir  rpie  des  unités  ou  des  diviseurs 
de  2. 

Comme  ij.  doit  être  premier  avec  2,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
voir  si  l'on  peut  poser  a  ~-  —  i  ou  u.  =  ±  w. 

Dans  le  premier  cas  il  faut  voir  si  ±  w  ^  a'-  (\)  est  satisfaite 
pour  un  nombre  du  corps. 

Soit 

a.  =  X  -+■  ytx),          a-  =  a-2  -f-  j2  _j_  (aj-j  -f-  v^)  w, 

il  s'agit  de  savoir  si  l'on  peut  satisfaire  simultanément  à 

a:2_i_y2  =  o(4). 
y^  +  2Ty  it  1  ^  o  (4). 

pour  H-  I  ou  —  1  dans  la  dernière  ligne  par  des  valeurs  entières 
et  rationnelles  de  x  et  de  y.  On  reconnaît  sans  peine  que  pour 
avoir 

y-  -i-  2X) 1=0  (4), 

il  faut  que  x  soit  pair  et  y  impair,  mais  alors 

a-^+r=j2^o(4;. 

De  plus  pour  que 

/-  +  oxy  -h  1  ^  o  (II), 

il  faut  que  x  et  y  soient  impairs,  et  alors 

x"^  -I-  j'2  ^  2  ^  o  (4;. 

On  arriverait  au  même  résultat  par  un  autre  raisonnement  qui 
convient  au  cas  général  : 

Supposons  qu'il  existe  une  unité  fondamentale  z  telle  que 

±  ^  =  «'  (4). 


on  aurait  aussi 


et  par  suite 


ou  encore 
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±  s'  =  a'2  (4) 


Ee'  ~  (aa'j^  (4) 


(aaT  =  -l(4). 


34 1 


Mais  comme  a/jl  est  toujours  un  entier  rationnel,  cette  dernière 
congruence  est  impossible  et  l'hypothèse 

±  s  =  a^  (4) 

n'est  pas  admissible. 

Le  corps  k(\/±  w)  n'est  donc  pas  ramifié  par  rapport  au  corps 
A'(v/5),  et  le  corps  K(\/;^i)  ne  l'est  pas  davantage  car  on  ne  peut 
avoir 

-  1  =  «^  (4). 

D'ailleurs  d'une  l'acjon  générale  en  vertu  de  n(£)  =  —  i  on  a 
toujours 

m  ^  1  (4)         ou         m  ^2  (4). 

c'est  pourquoi  la  congruence  —  \  ^a?  (4)  entraînerait  toujours 
une  congruence  —  i  ^  x-  (4)  avec  x  entier  et  rationnel  ;  mais 
cette  dernière  est  impossible. 

D'autre  part  soit  /«(/m)  un  corps  tel  que  h  =  i  et  par  suite  h  =2, 
dont  l'unité  fondamentale  s  a  pour  norme  H-  i,  il  existe  toujours 
ïin    corps   de   classe  qui   lui   correspond.    Supposons  7?i  ^  i  ou 

/?j  ^  2  (4)  et  ne  contenant  aucun  facteur  carré,  posons  s  =  -7 .  On 
voit  tout  d'abord  que  £  =  — r-p ,  mais  on  reconnaît  facilement  que 

l'on  peut  choisir  a  =  — , —  de  telle  sorte  que  a  et  a'  soient  des 

entiers  premiers  avec  2.  Il  en  résulte  que  ca'^  =  aa',  et  comme 
y.yJ  est  un  entier  rationnel  impair  on  aura  toujours 

±  aa'  =  1  (4). 

«'est-à-dire  que  sa'^  satisfait  h 

dr  t^'^  =  v?  (4). 
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Et  comme  on  a  supj)o.sé  a'  premier  avec  2,  il  en  résolte 

±  e  =  •/'  1,4). 

par  suite  'x  ^^-  ±  £  détermine  un  corps  quadratique  relatif  non 
ramifié.  Un  pareil  coips  est  déjj»  déterminé  par  y.  ~^  —  1  lorsque 
ni  ^  3  (/|),  car  dans  ce  cas 

-  .  ^  {\/mY  (4). 

A*  Exemple.  —  Corps  de  base  /i(\^7).  Ici 

h=  \.       ç  =  8  -h  :i  \/  7  ,       n{t)  =    H  1 ,       7t  =  2. 

Il  y  a  deux  classes  d'idéaux  au  sens  restreint  ;  les  idéaux  pre- 
miers (3rtv/7),  (5).  (11),  {i3),  (17),  (2.3),  (6  rbv'7),  etc.,  appar- 
tiennertt  à  la  classe  principale,  les  idéaux  premiers  (3  ±  2  \/'^), 
(9  ±  4  s'^),  (4  ±  •»  \  7),  etc.,  appartiennent  à  la  classe  non  prin- 
cipale. 

Les  idéaux  premiers  de  la  première  classe  sont  ou  bien  dt  s 
nombres  premiers  rationnels,  ou  bien  ils  ont  été  obtenus  en  décom- 
posant en  facteurs  le  nombre  premier  p  =:  2  et  les  nombres  pre- 
miers de  la  forme  p  ^  i  (4). 

Pour  les  idéaux  p  de  la  classe  non  principale  on  a  dans  le  cas  où 
l'on  pose  irp'  =  p,  p  ^  3  (4). 

Mais  —  I  ^  WlY  (A).  'J'  =  —  I  détermine  par  suite  un  cor|>s 
relatif  quadratique  non  ramifié.  De  plus  soit  ^î  un  idéal  premier 
de  la  classe  non  principale,  et  soit  (à)  =  ^j',  y.  =  ±:  -.  d'après  le 
théorème  de  M.  Hilbert,  détermine  aussi  un  corps  satisfarsanï  à 
cette  condition. 

Considérons  K(\/ —  1). 

On  peut  prendre  comme  base  de  ce  corps  relatif 

c  =  8  H-  3  V  7  est  une  unité  dcr  corps  h-i^^-f)  et  i  est  la  norme  de 

a 

E  est  donc  une  unité  du  corps  rolalif. 


LE    COUPS    UEI.ATIF  "* 


Pour  tout  idéal  p.enV.c.  de  la  prcn.ièrc  classe  ^^  -ngruence 
_  ,  ^  a^  (p)  est  ix>s3ible,  par  coalre  elle  est  impossible  pour  les 
idéaux  premiers  de  la  seconde  classe. 

Les  idéaux  ,,.™.-.e..  de  la  p.em.ère  classe  se  d«on,po  en    dan 
le  corps  .ela.if  c„  un  ,.oduit  de  deux  idéau.  ,.rem.ers,  les  Kleaux 
premiers  de  la  seconde  classe  demeurent  des  .déaux  premiers  dans 

le  corps  relatif.  •       ,„.    r^Al1I•   Ips 

Il  est  facile   d'établir   les    décompositions  suivantes   poui 

idéaux  de  la  classe  principale 

(i3)=(3-+-2v/--0(3-n/-0' 

(23)  =  (4  4-v/-7)U-V^-7). 
,,^^-)^(3-f-..-3^--^)(3-H.co-3Sf.)-S(...)),etc. 

Les  idéaux  premiers  de  la  seconde  classe  demeurent  des  idéaux 
premiers,  mais  ils  deviennent  des  idéaux  principaux,  car  on  peut 
écrire  par  exemple  :  

De  même  qne  dans  le  cas  du  corps  imaginaire  on  d^—  ^- 
K,,'-,)  possède  un  nombre  impair  de  classes  au  sens  res Uemt. 

Le  corps  KW^,)  est  encore  nn  corps  de  classe  de  A^,)-  d" 
m 'me  ;'  le  c^rps  li^,^  don>  il  a  été  c^estlon  F^e<lemme  . 
car  ces  corps  possèdent  les  propriétés  caractéristiques  d  un  corps 

"'po'riautre  cas  où  m  ^  .  (i)   H  sufQt  d'indiquer  l'exemple 

A-  (\/6).  Comme 

/.=  !       ,       ^  =  ^-W^       '       "('^)  =  -^^ 
par  suite  /.  =  .  il  existe  des  corps  de  classes  relativement  qua- 
dratiques non  ramifiés.  On  voit  en  effet  que 

est  un  pareil  corps  relatif. 
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Ln  dernier  exemple  nous  montrera  ce  qui  se  passe  pour  un 
corps  tel  que  h  =  h  =  2.  Je  me  contenterai  de  citer  des  résultats 
et  de  renvoyer  à  la  note  de  M.  Hilbert. 

5'  Exemple.  —  Corps  de  hase  A-  VTo^  avec  //  =  h  =^2.  Soit  un 
idéal  premier  quelconque  premier  avec  2  et  qui  n'appartient  pas  à 
M  classe  principale,  par  exemple 

Soit 

Désignons  par  £  l'unité  fondamentale  du  corps,  il  résulte  des 
théorèmes  généraux  de  M.  Ililhert  que  l'une  des  deux  congruences 
zh  st:  ^  a-  (4)  est  toujours  satisfaite  par  un  entier  a  du  corps 
k  (v^Tô).  Et  en  elTet 


£:t  =  7  -î-  2  v^io=  (i  —  yAo)"  (4). 


11  en  résulte  que  K  (y/  7  h-  2  v'ioj  est  par  rapport  à  /.•  (^/lo)  un 

corps  relatif  quadratique  non  ramifié.  On  peut  choisir  comme  base 
de  ce  corps  relatif 

,/-    ^       3(l-f-\/lo)-i-V^;x  „        (  /— ,3f  lWlo)-4-V/'x 

1,    co  =  y'  10     P-= ^ >'— i-   i2j=(  2— \/ lOl  '^  p       -   ~*   ' 

De  plus 

^=L±VJ^J±Wi      et      H=i-E 
2 

sont  des  unités  dans  k    ^  p.)  avec 

N,  (E)  =  1.       N,  (H)  =  3  +  v/ïô  =  t. 

Voyons  si  (3.  2  -^  ^To)  n'est  pas  un  idéal    principal  du  corps 
K  (y'ïi] .  On  voit  facilement  que 

(3)  =  (\/^)  (20  —  4  <^  —  ti  ^  ô  ii,    =  \'':a  (A.) 
(2  +  \/7ô)  =  (\/,x)  (34  —  1 1  a>  +  40  —  10  i>,)  =:  \'V  (B) 
et  que 

(3.    !i-h\.^)  =  (\/^). 
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Les    décompositions  de   3  et  de  2  -r-  v^Tô  nous  montrent  que 
(2,  v/78)  ^-  (B)  et  que  (2)  =  (B)-. 
D'où  il  résulte  de  plus  que 

(v/T^)  =  (B)  (30  -I-  7«o  —  6iî  -^  liii,)  =  (B)  (B.) 

(5)  =  <  3  -  \/7oY  (B.)-^  =  (r)^ 

oîi  

r  =  (20  -h  7W  —  6Q  =  4ii,)  (3  —  \'^o). 

A  l'aide  des  égalités  numériques 

2  =  B-      et      5  =  r^ 

il  nous  est  facile  d'expliquer  les  lois  de  décomposition   du  corps 
relatif. 

Soit  (/))  un  idéal  principal  du  corps  /.•  1/10), 

10 
condition  remplie  lorsque 

ou  lorsque 

(^)  — ■•    (;-)  =  -■■ 

Mais  alors  l'une  des  deux  équations 

p  =  x"^  —  îi  y^ 

admet  des  solutions  entières  rationnelles,  ou  encore  on  a  dans  le 
corps  relatif  lune  des  décompositions  : 

(p)  ={x-  Bvj  :x  -^  Bj) 
ou 

(p)  =  {x  —  Ty)  (x  -h  1». 

On  a  par  exemple  : 

7  =  3»-2.I^  (7)  =  (3-B)(3~B) 

11  =  .6-5.  (ii)  =  (4  — r)(4  +  r) 

17  =  5-2  —  2.22,(17)  =  (5—  3  B)  (5-1-2  B) 
19  =  13-  —  5.52,      (hj)  =  (12  —  5 ri  (12  H-  5r) 
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Si  p  désigne  un  nombre   premier  qui  se  décompose  parce  que 


(7)  = 


P 

il  V  a  deux  cas  à  consiJrrer  suivant  que 


ou  que 


Dans  le  premier  cas/)  se  décompose  dans  le  corps  k  (y/io)  «fl  un 
produit  de  deux  idéaux  principaux  car  le  corps  k  (^lo)  admet  deux 
genres  contenant  chacun  une  classe,  et  les  facteurs  de  {p)  appar- 
tiennent à  la  classe  principale.  On  a  donc 

(p)  =  (x  ^  \-  10  y}[x  —  v/Tô  y). 

Mais  comme  on  a  aussi 

(p)  =  X*  —  a  V-       et       p  =  jf  ^  —  5  V? 

p  dans  le  corps  relatif  se  décompose  en  un  produit  de  quatre  idéaux 
distincts.  Chacun  des  idéaux  principaux 

j: -r- \  lov,       X  —  yiov 

est  donc  le  produit  de  deux  idéaux  premiers  du  corps  relatif. 
VoA'ons  des  exemples,  les  nombres  premiers  p,  pour  lesquels 

(^)=-  (;)=-■ 

sont  de  la  forme 

4o  71  rb  1 ,       liOn  ±  Cj 

3i  =  u-  —  10.3-  r=z  (  Il  —  3  \/io)(ii  -h  3  \  10^  =  v'.f» 


Il  —  3  \   10 

3  —  V^io 


'2   \'^(2  -^  \/{*)- 
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On  a  donc  1  égalité  idéale 

(il  —  3\Ao)  =(2  —  \/|^)(2  +\/(Ji) 
et  de  plus 

De  plus 

4i  =  9'-—  10.22  =  (9—  a  v/io)(9  H-  2  v/10)  =  V-V' 

(jL  =  4"^(^)      et      fjL=n^(v) 
et  _  _ 

(9  —  2  v/'o)  =  (4  -  s/iJ.)  (4  -f-  V^i-j^ 

On  a  aussi 

79  =  i3'  —  10.3»  =  (i3  —  3  \/To)  (i3  +  3\/io)— 1)'.»! 
C  =  1  ■'■•  (?!')■       i-"  =  29'''  {»>)     _ 

(,3  -  3  v^IS)  =  (-  .  v'^+'-S  +  v/^)^'^) 

(  ,3  +  3  \/ro)  =  (_ .  H-  v/-+  (iiiAfsh^^j 

Enfin 

89--=  272—  io.82  =  (27  — 8\Ao)(27  +  8Vio)  '=V'  'P 
l^  =  6Mf')'      iJL  =  44^(v)  _ 

(27  -  8v/^)  ^  (^  +  ^  (lz:1V^M)(c -  2  (7- V^o)v/.-| 

(27  +  8  v/"^)  =-  (i  4-  2  \/fx)(i  -  2  v/[x) 
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Nous  nous  conlcnterons  de  ces  exemples  et  nous  allons  voir  ce 
qui  se  passe  pour  les  idéaux  (p)  du  corps  de  base  lorsqu'on  a  si- 
mullanémenl 

Dans  ce  cas  les  facteurs  ])remiers  de  (p)  n'appartiennent   ni  au 
f^enre  principal  ni  à  la  classe  principale. 
Mais  comme  dans  ce  cas  l'éqtiation 


p  =  2x^  —  oy^ 

admet  toujours  des  solutions  entières  et  rationnelles,  (p^  admettra 
dans  le  corps  relatif  L'S  décompositions 

(/>)  =  {Bx  -h  ry)  (Bx  —  Yy) 

et  nous  avons  déjà  vu  que  les  idéaux  (2,  ^7^)  (5,  ^/w)  deviennent 
des  idéaux  principaux 

(f3)  =  -^       (^]=--..      {^,)=-.       . 
(i3)  =  (i3.6  —  vAo)(i3,6  +  v/îô)  =  p'  |). 
Aucun  nombre  entier  du  corps  h^/To  ne  satisfait 
H  ^  a2.  (p)        ou        |Ji  ^  a-,  (p'). 

En  effet 

!x  =  8,  (p)      et       ix  =  6,{p'). 

C'est-à-dire  que  \)  et  p   ne  se  décomposent  pas  dans  le  corps 
relatif.  Mais  on  a  dans  le  corps  relatif 

(i3.6  4-  vAo)  =  (3  B  4-  I').       (i3,6  —  \/w)  =  (3  B  -  r) 

correspondant  à  i3  =  2  .  9  —  ô. 
De  même 

(37)  =  (37.11  _^xo)(37.ii  +  vAo)  =V  P 

H=22.(p).  fi.  =  29,   (p') 

et  dans  le  corps  relatif 

V  =  ^  =  (OB  -f-  5  r)     ^'  =  ^^  =  (gB  -  or). 
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Les  idéaux  premiers  du  corps  de  base  qui  ne  sont  pas  des  idéaux, 
principaux,  demeurent  des  idéaux  premiers  dans  K  (^,'~^)  mais  ils 
deviennent  idéaux  principaux. 

De  même  que  pour  le  corps  imaginaire  on  démontre  que  le 
nombre  des  classes  du  corps  relatif  K  (y/û)  est  impair. 

Et  c'est  ce  fait  que  le  nombre  des  classes  du  corps  de  classe  est 
impair  qui  permet  d'établir  le  théorème  de  réciprocité  quadratique 
dans  le  corps  de  base. 

On  peut  généraliser  les  théorèmes  simples  relatifs  à  l'existence  de 
corps  de  classe  pour  des  corps  quadratiques  lorsqu'on  considère 
des  corps  relatifs  du  quatrième  degré   ou   d'un  degré  supérieur. 

Considérons  par  exemple  le  corps  de  base  A- y' —  i4  qui  a  un 
nombre  de  classes  /i  =  4- 

On  peut  représenter  les  classes  de  ce  corps  par 

(i),  U,  v/^^).      (3.  I  -  \/^)'      (3-  '  +  V~i)  =  (r) 


ou 


Si  l'on  pose 


V,  V-,  V%  1"  ^^  1 


(o)  =  ï'-  =  1^5  -h  2  \/—  i4, 


on  vérifie  facilement  que 

—  p  =  —  5  —  2  \'—  i4  =  (i  +  \/—  l'h)',  (4) 
et  on  en  déduit  que 

K  y/— 5  — 2y'^T^ 

est   un  corps  relatif  quadratique  non  ramifié  de  k{s! —  i/i)-  Les 
nombres 


!,      „,  _v— .^-      -  —  a fg- 

forment  une  base  de  ce  corps,  et  l'on  reconnaît  que  les  idéaux 


^,=  ^2,v/—  i4),      \>,  =  v  =  {s,i  -^\/—  là) 
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ne  se  décomposent  pas  dans  le  corps  relatif 

I'ï  =  ^  =  (l3  —  3V/'^^^   2  il,) 

^'  =  (v/^j 

deviennent  des  idéaux  principaux,  par  contre  vel  r  sont  des  idéaux 
non  principaux  du  corps  relatif.  Il  en  résulte  que  le  nombre  des 
classes  du  corps  relatif  est  encore  pair.  Pour  atteindre  le  corps  de 
classe  de  A-(/—  14)  il  faudrait  choisir  un  sur-corps  qui  serait  du 
quatrième  degré  par  rapport  à  A(v''^l4). 

Ces  recherches  nous  conduiraient   loin  au  delà  du  cadre  de  ce 
livre. 


EXPLICATION  DES  TABLES 

REMARQUES    SLR    I^V    RESOLUTION    DE    l'ÉQUATIO'    I3E    PeLL. 


De  même  que  la  géométrie  descriptive  esl  un  complément  des 
théories  abstraites  de  la  géométrie,  le  calcul  numérique  est  une 
application  de  la  théorie  des  nombres.  Ce  calcul  offre  à  celui  qui  a 
étudié  les  théories  un  attrait  comparable  à  celui  qu'offre  le  dessin 
de  formes  géométriques  on  la  représentation  imagée  de  vérités 
géométriques. 

De  plus,  celui  qui  étudie  la  théorie  des  nomhres  ne  saura  s'il 
en  possède  bien  les  notions  qu'en  les  appliquant  à  des  exemples, 
celui  qui  la  possède  déjà  trouvera  souvenst  dans  ce  calcul  des  sujets 
de  recherche,  les  théorèmes  les  plus  importants  de  la  théorie  des 
nombres  n'ont-ils  pas  été  découverts  par  voie  d'induction. 

Les  tables  qui  terminent  ce  livre  faciliteront  certains  cal-culs  et 
permettront  d'en  vérifier  d'autres.  Ces  tables  indiquent  aussi  les 
nombres  des  classes  des  corps  quadratiques  dont  le  nombre  fonda- 
mental sans  facteur  carré  est  compris  entre  —  97  et  H-  loi. 

La  disposition  des  tables  sera  comprise  sans  autre  explication. 
Elles  sont  divisées  en  deu.v  parties,  l'une  pour  les  corps  imagi- 
naires, l'autre  pour  les  corps  réels. 

Les  colonnes  verticales  successives  dans  la  table  destinée  aux 
corps  imaginaires,  contiennent  dans  l'ordre  : 

1°  Le  nombre  fondamental  du  corps  ; 

2°  La  base  la  plus  simple  du  corps  ; 

3°  Le  discriminant  du  corps,  décomposé  en  ses  facteurs  premiers 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante  ; 

A"  Tous  les  idéaux  du  corps  non  équivalents  entre  eux  et  dont  la 
norme  <  [  \Q  \ . 

5"  L'énumération  des  classes  représentées  sous  K''',  h',   ...   au 
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moyen  du  plus  petit  nombre  possible  de  classes  fondamentales. 

La  lettre  A  indiquera  que  la  classe  est  ambige.  Lorsque  toutes 
les  classes  d'un  corps  peuvent  être  représentées  par  les  puissances 
successives  d'une  seule  classe  .1  uu  \,  le  corps  est  dit  cyclique. 

Les  corps  non  cycliques  de  la  table  sont  des  corps  abéliens. 
Toutes  leurs  classes  peuvent  être  représentées  par  les  puissances  et 
les  produits  de  deux  classes  cboisies  d'une  façon  appropriée. 

On  trouvera  facilement  dans  les  tables  les  classes  ambiges  autres 
que  celles  désignées  par  A  ;  ce  sont  celles  dont  le  carré  fournit  la 
classe  principale. 

Les  idéaux  corresjiondenl  aux  classes  écrites  sur  la  même  ligne, 
l'idéal  peut  toujours  être  pris  pour  représenter  la  classe  ; 

6"  La  division  des  classes  en  genres  ;  les  classes  qui  appartiennent 
à  un  même  genre  sont  reliées  par  une  accolade  ; 

7°  Les  systèmes  de  caractères  des  genres.  D'après  le  n''  28  on 
sait  que  tout  système  de  caractères  se  compose  d'un  certain  nombre 
d'unités  positives  ou  négatives  -}-  1,  —  i.  Dans  les  tables  nous 
n'écrirons  que  -f-,  —  et  ces  signes  se  rapportent  de  gauclie  à  droite 
aux  facteurs  premiers  du  discriminant  écrits  dans  l'ordre  croissant 
de  gauche  à  droite  dans  la  troisième  colonne. 

Dans  la  partie  concernant  les  corps  réels,  il  faut  à  ces  colonnes 
en  ajouter  deux  autres  :  la  colonne  des  z  contient  l'unité  fonda- 
mentale du  corps  telle  que  |  £  |  >  1,  et  la  colonne  des  /i(î)  en  con- 
tient la  norme. 

De  plus  le  calcul  des  systèmes  de  caractères  dilTère  de  ce  qu'il 
était  précédemment.  Si  m  un  nombre  positif  qui  admet  des  divi- 
seurs premiers  de  la  forme  9  ^  3  (A),  on  a 


Soit  alors  j  un  idéal  du  corps,  nous  choisirons  n  =  ±  n{)),  tel 
que  pour  un  facteur  bien  déterminé  parmi  ces  q  le  symbole 

C'est  pourquoi  lorsqu'on  énumérera  les  caractère  d  un  idéal  j  il 
suffira  de  considérer  les  facteurs  premiers  de  d  autres  que  q. 
Et  alors  dans  la  troisième  colonne  les  facteurs  premiers  de  d  sont 
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écrits  clans  l'ordre  suivant,  d'abord  le  nombre  q  ^3  {^}  employé 
pour  fixer  le  signe  de  7i  =  ±  n{\),  puis  les  autres  facteurs  dans 
l'ordre  de  grandeur  croissante. 

La   colonne   des  systèmes  de  caractères   donne  les   valeurs  de 

(  - — j,  pour  les  facteurs  premiers  rangés  comme  nous  l'avons  dit, 

abstraction  faite  du  facteur  q. 

Le  calcul  des  tables  est  très  simple,  car  on  a  vite  une  vue  d'en- 
semble sur  les  points  importants  et  l'on  est  amené  à  des  artifices 
utiles. 

Pour  trouver  les  idéaux  on  cherche  d'abord  la  valeur  du  sym- 
bole (-)  pour  tous  les  nombres  premiers  p<.  \  \'d  \  et  l'on  met  les 

idéaux  trouvés  p,  v  >  etc.,  sous  la  forme  (p,  a  -h  w). 

Pour  reconnaître  si  les  deux  idéaux  j  et  1^  contenus  dans  /  et  h 
sont  équivalents,  on  forme  f^  et  l'on  voit  s'il  est  un  idéal  principal. 
Tous  les  nombres  de  cet  idéal  ont  alors  un  facteur  commun  :  on 
peut  encore  rechercher  si 

i/j  =  X-  —  my-         ou         d=  ili  =--  x-  -^  xy  -\ -^ —  y-, 

suivant  les  cas,  admet  une  solution  entière  en  x  et  y.  Cette  façon 
d'opérer  est  très  facile  pour  les  corps  imaginaires.  Dans  les  corps 
réels  on  simplifie  ce  procédé  en  choisissant  d'abord  x  et  y  et  on 
cherche  les  nombres  les  plus  petits  a  pour  lesquels  x^  —  my^  =  a,  etc. 

On  peut  souvent  appliquer  les  théorèmes  relatifs  aux  genres  des 
corps  pour  décider  si  un  idéal  donné  est  idéal  principal  ou  non. 
Nous  l'avons  montré  sur  des  exemples  au  n"  55. 

La  détermination  de  l'unité  fondamentale  £  conduit  à  un  pro- 
blème analogue. 
>    Il  s'agit  alors  de  résoudre  une  équation  de  la  forme 

1  —  /n    3       _, 

x^  —  iny-  =1         ou         x^  -i-  xy  -{-  — - —  y*  --=  zr:  i , 

m  étant  positif. 

Nous  avons  déjà  indiqué  précédemment  les  méthodes  employées. 

La  méthode  générale  qui  s'applique  toujours  est  fondée  sur  le 
développement  de  v^m  en  fraction  continue. 

Mais  dans  bien  des  cas  on  peut  utiUser  les  théorèmes  sur  les 

Sommer.  —  Théorie  des  noinlires.  23 
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genres  et  leurs  conséquences  in"  3'i),  ainsi  que  les  propriélés  des 
idéaux  ainbigcs,  cx)mnie  on  le  verra  d'après  des  exemples. 

1°  /.(VôS).  D'après  les  notations  antérieures p(i/|^),  /-  3,  r=  2 
et  par  suite  7  ^^2.  Le  corps  contient  deux  classes  ambiges.  Les 
idéaux  provcn;inl  do  la  décompcsilion  de  2,  5,  10,  11  se  répar- 
tissent dans  ces  deux  classes.  Comme  l'idéal  (2)  se  décompose  et 
(juc  la  congruence 


il  en  résulte  que 


est  un  idéal  ambige. 
De  plus  comme 


X'  ±:  2  ^  o,  (55), 
(2.  i-f-v/55) 

0-2  dr  10  =  0  (55) 


est  impossible,  les  idéaux  premiers  contenus  dans  les  idéaux  (2) 
et  (5)  ne  sont  pas  équivalents.  L'idéal  ambige  obtenu  en  décompo- 
sant 5  est  donc  un  idéal  principal,  ou  encore  (5)  est  le  carré  d'un 
idéal  principal.  Et  en  effet 

5  =  i5-  —  55  .  li, 

1 5  et  2  sont  les  plus  petites  solutions  en  valeur  absolue  de 

b  :=:  X-  —  55j*. 

D'autre  part  comme  5  est  le  carré  d'un  idéal  ambige 

(5)  =  (i5  ±  2  \  '55)^ 
Et  par  suite  en  prenant  le  signe  + 

(5)=:(5)(89-i-i2v/55), 
£  =  89  -H  12  y/55  , 

est  une  unité  fondamentale  du  corps. 

2°  /%(v/3ï).  2  est  contenu  dans  d,  c'est-à-dire  2  =  pi 
Mais  on  a  montré  précédemment  que 

2  r=a:-  — 3iv2 


1 
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admet  des  solutions.  La  congruence 

.T^  2  ^  O,   (3l) 


nous  montre  qu'alors 

X  =  8  -\-  3iii        el         v2  =  2 -4- i6u -h  3iu-, 

où  II  est  un  entier  rationnel. 

Il  faut  donc  trouver  a  tel  que  la  valeur  de  y-  soit  un  carré  parfait. 
On  voit  sans  peine  que 


'^  =  /.n  =  -72 


y  =  ^9  =  7  pour         u  =  i 

et  par  suite  x  =  3g. 
11  en  résulte 

».^  =  (39-+-7\/3T),  ^ 

(2)  =  (i52i  -t-  i5i9  -I-  2  .  273  v/Sij  =  yl, 
(2)  =  (2)  (i520  +  273\/3i). 

L'unité  cherchée  est 

£  r=:  1020  -h  273  \^3i  . 

3°  k{y&-j).  La  décomposition  de  2  nous  donne  un  idéal  prin- 
cipal ambige,  car  le  corps  ne  possède  qu'une  classe  ambige,  la 
principale.  L'équation  indéterminée 

—  2  =  x'^  —  67J- 
admet  des  solutions. 

X^  -H  2  ^  O  (67) 

nous  donne 

a-  =:  20  -h  67U, 
j'^  =  6  -f-  4"  -î-  67 u-, 

cette  dernière  est  satisfaite  pour  u  =  '6 

(2)  =  (221  -+-  27  V67) 
et  par  suite 

£  =  488/|2  4- 5967\/67. 
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/l°  /f(v/p).  Dans  ce  corps  (3)  =  pl  et  comme  il  n'y  a  qu'une 
classe,  Va  est  un  idéal  principal.  On  voit  rapidement  que 

(3)  =  (4  -i-  to)  (4  -h  u>'). 
(3)  =  (4  -I-  ^)\ 

d'où  l'on  tire 

£  =  i3  -h  3w. 

Les  tables  nous  montrent  que  /v(\''94)  est  le  corps  dont  l'unité 
fondamentale  contient  les  plus  grands  nombres  214329J  et 
221 06^. 

On  détermine  ces  nombres  assez  rapidement  en  remarquant  que 
2  =  x'  —  q'i  V-  doit  admettre  des  solutions.  Ici  encore  (2)  =  (a)', 
et  on  en  déduit  z  comme  précédemment. 

Dans  tous  les  exemples  que  nous  avons  considérés  on  arrive  à 
résoudre  soit 

(i)       x"^  —  my-  =  i  soit         x'^  -\-  xy  -\ y —  y^  =  zh  i 

de  la  manière  suivante  :  on  cherche  d'abord  un  idéal  principal 
ambige  du  corps  différent  de  \/m  et  du  carré  de  cet  idéal  ambige 
on  déduit  £.  Cela  revient  à  dire  qu'on  déduit  les  solutions  de  (1  i 
des  solutions  de 

a;^  —  my^  =  zh  a, 

X'  -h  xy  -\ ^ —  y  =  ±a, 

où  a  est  un  facteur  de  /j'"  ou  de  m,  lesquelles  sont  toujours  plus 
petites  que  les  solutions  cherchées. 

Ce  procédé  nous  est  interdit  pour  les  cas  comme /.'(v  73),  k{{/g^),  ... 
où  le  nombre  fondamental  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
m^  I  (4).  ou  pour  A(v/G5),  k{\'85),  ...  qui  ne  contiennent  que 
(v^T^)»  W9Ï)'  (v'65),  (v^gô),  c'est-à-dire  \'m  comme  idéal  principal 
ambige. 

Supposons  que  dans  le  cas  où  m  est  premier  on  ait  constaté  que 
(rt)  est  le  produit  de  deux  idéaux  principaux  conjugués,  il  est  pos- 
sible de  déterminer  les  plus  petits  nombres  a,  a,  tels  que 

-t-  a  :=  a  .  a'  et  —  a  =  a,,a/. 


alors 
et  alors 
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Dans  A-(/97) 

4-  2  =  (38  —  7co)  (38  -  7(.;), 
—  2  =  (iZjG  -+■  33 lo)  (i46  —  33a)'j, 
i46  -+■  33< 


38  —  7( 


5o35  -i-  II 38' 


Pour  les  corps  A-(v'65)  et  A:(\'85),  le  calcul  de  £  est  facilité  car  on 
sait  que  n(ê)  =  —  i. 

On  peut  presque  toujours  abréger  des  calculs  un  peu  longs  par 
de  petits  raisonnements.  La  théorie  générale  fournit  presque  tou- 
jours un  moyen  de  simplifier  les  calculs,  et  elle  remplit  ainsi  un 
service  qui  est  au  fond  le  but  de  toute  théorie  générale. 


INOKX 

OLYHACJES    GO\TC.NA>T     DLS     lADLES     NUMÉRIQUES 


Répondanl  à  une  demande  orale,  je  donne  ici  quelques  indica- 
tions quoique  incomplètes  de  tables  numériques. 

D'abord  on  trouve  dans  toutes  les  tables  de  fadeurs,  comme  en 
conlienneuL  bien  des  tables  de  loj,'nrilhmes, le  moyen  de  reconnaître 
si  un  nombre  est  premier. 

1.  La  plus  grande  de  ces  tables  est  celle  de  J.  Cb.  Burck.hakdt 
(Table  des  diriseurs  des  nombres  de  i  à  3o36ooo),  Paris,  i8i^, 
iSiG,  1817.  —  Celle  de  B.  Goldberg,  Leipzig,  1862,  est  plus 
petite  {Table  des  nombres  premiers  et  des  fadeurs  de  i  à 
251647.) 

Lés  tables  calculées  par  Ostrogh.vdsky,  Jacobi,  etc.,  servent  au 
calcul  des  nombres  primitil's  et  des  indices. 

C.  G.  Jacobi,  Canon  arilhmelicus  sive  labiilœ  rjuibus  exhibenUir 
pro  sincjiilis  numeris  primis  vel  primorum  polestaliliis  injra  1000 
minier i  ad  datos  indices  et  indices  ad  datos  numéros  pertinentes 
Berolini,  iSSq. 

La  théorie  des  congruences  de  TscliebyschelT  contient  un  extrait 
de  ces  tables. 

Legendre,  Gauss,  Dege.n,  Jacobi  et  Ca\ley,  ont  calculé  des 
tables  relatives  à  la  théorie  des    formes  quadratiques  et   cubiques. 

2.  Il  vient  d'en  être  publié  une  nouvelle  sous  les  auspices  de 
M.  Carnegie,  par  les  soins  de  M.  Lebmer  pour  tous  les  nombres  de 
I  à  10 000 000. 

La  théorie  des  nombres  de  Legendre,  tome  I,  renferme  10 
tables. 

1  et  2.  Les  expressions  les  plus  simples  de 

Lj2  -;-  2  My:   +  Nc^       et       T^v^  -^  M  y:        X:^ 
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pour  toutes  les  valeurs  non  carrées  de  A  =  IVP  —    LN  de  A  =  2 
à  A  =  i3G  et  de  li  =  M^  —  4  LN  de  B  =  5  à  B  =  3o5. 

3-8.  Les  diviseurs  carrés  et  les  diviseurs  impairs  de  Z^  q=  au-, 
t^  -+-  2aii-. 

10.  Les  plus  petites  valeurs  de  x  et  de  y,  qui  satisfont  à 
X-  —  ny-  =  =!=  I  pour  toute  valeur  >  =  2  à  N  =  ioo3,  qui  n'est 
pas  lin  carré.    (Comparer  Dcgen  et  Tschebyschefl.) 

CF.  Dege^.  Canon  Pelhaniis  sive  tabula  simplissimam  œquu- 
tionis  celebralissimœ  y^  =  ax^  -h  i  soluiionem^  pro  siiif/ulis  nu- 
meri  daii  valoribus  ab  i  usquc  aod  1000  in  numeris  ralionalibiis 
udemquc  integris  exhibons.  Ilavniœ  1817. 

Ces  tables  sont  très  appréciées.  Elles  ont  été  calculées  par  la 
méthode  des  Tractions  continues.  L'auteur  a  cependant  indiqué  un 
certain  nombre  de  cas  particuliers  remarquables  où  les  solutions 
sont  immédiates. 

C.  F.  Galss.  Œuvres,  t.  IL  (Tiré  des  œuvres  posthumes). 

Table  des  caractères  quadratiques  des  nombres  premiers. 

Table  du  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques  linéaires. 

Dans  le  complément  à  la  première  édition  on  trouve  une  Table 
des  indices  des  nombres  premiers  dans  le  domaine  supérieur,  (c'est- 
à-dire  des  nombres  de  la  forme  a  -f-  6  ^^ —  i). 

Tables  donnant  des  solutions  de  A  =fx-  -+-  gy^. 

C.  G.  J.vGOJu.  Œuvres  complètes,  t.  VL 

Table  donnant  la  décomposition  de  nombres  premiers  en  sommes 
(le  la  forme 

a^-^b\       a^ -+- 2b\       a^-h3b\ 

Table  indiquant  le  plus  petit  nombre  de  cubes  dont  sont  com- 
posés les  nombres  jusqu'à  12000. 

K.C\^\.^^.Collected papers,  vol.  V,  Cambridge  1892,  p.  i/ii-i56 

Tables  des  formes  quadratiques  linéaires  pour  les  déterminants 
négatifs  depuis  D  =  —  i  jusqu'à  D  = —  100,  pour  les  détermi- 
nants positifs  non  carrés  depuis  D  =  2  jusqu'à  D  =  99  et  pour 
les  treize  déterminants  irréguliers  qui  se  trouvent  dans  le  premier 
mille. 

Il  y  a  peu  d'œuvres  de  calcul  numérique  relatif  aux  nombres 
algébriques.  Toutefois  on  trouve  des  résultais  variés  dans  les 
Dissertations à&G'6l\\n^Qn  que  nous  avons  citées  et  due  à  M.  L.-W. 
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l»ei(l  ;i  M.(i.  Uiickle  cl  de  plus  clans  l'ouvrage  de  M.K.-S.  Hilbeut 
iJas  allijemeine  (jiiailrnlische  Reziprozilatsfjeselz  in  ausfjewahlten 
hreislwrpcrn  (1er  2'' len  Einheitswuzeln.  G«»llingcn,  iqoo. 

L.  Sapolsky.  Uebcr  die  Théorie  der  rclativ.  abelchen  hubischen 
Zahlkorper.  Gutlingen,  1902. 

Les  tables  de  G.  G.  Relsciile  calcul(5es  d'après  les  prescriptions 
de  K-ummer,  sont  très  riches  en  contenu  et  fort  utiles  : 

Tafeln  Komplexer  Primzahlem,  welche  ans  IVurzcln  dcr  Einlieit 
Gebildel  sind,  Berlin,  18-5. 


TABLES 


CORPS  IMAGINAIRES 


Base  I 

d 

Idéaux 

c,..,. 

Genres 

Système! 
de  caractères 

-1*) 

yCTî 

—  2« 

(1) 

1 

1 

+ 

2 

y- 2 

_2S    ♦ 

(1) 

1 

1 

+ 

—  3**) 

i+l/:^ 

2 

—  3 

(1) 

1 

1 

+ 

—  5 

V^ 

-2«-5 

(1) 

(2, 14- y- 5) 

A 

A* 

A 

+      + 

—  6 

l/=r6 

—  23.3 

(1) 

(2,  y- 6) 

A* 

A 

A^ 
A 

+      + 

i-fl/iTr 

2 

—  7 

(1) 

1 

1 

-f 

—  10 

Y— 10 

—  2» -5 

(1) 

(2,  y- 10) 

A' 
A 

A' 
A 

+.    + 

—  11 

i+y-ii 

2 

—  11 

(1) 

1 

1 

+ 

—  13 

y— 13 

—  2«13 

(1) 

(2, 1  -{-V-^  13) 

A' 
A 

A' 

A 

+      + 

—  14 

y-u 

—  2»    7 

(1) 

(3,1 -y- 14) 

(2,  y-  u) 

(3,i+y-i4) 

J* 
/« 

J 

+      + 

Ce  corps  contient  outre  de:  i  les  unités  i:  y    —  '• 
'  Ce  corps  contient  en  plus  de  dz  i  les  unités  =h  w  =h  w' 
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13ase   I 


IJt'-aui 


Classes 


Genre» 


Sptèmcs 
de  caractères 


—  16 


i  +  yzrïè 


—  3-6 


(1) 

(2,   1  +  co) 


A* 
A 


A* 
A 


+     + 


—  17 


19 


—  21 


22 


23 


Y—n 


—  2»    17 


1 


(3, 1  -)/=:T7) 
(2, 1  -f}/— 17) 

(3,l-|->/=ni7) 


J' 
J 


:i 


1  4-  Y—  19 


—  19 


(1) 


y— 21 


—  2*-3-7 


(1) 
(5,3+>/=^) 

(3,  >/=Tr) 

(2,i+|/=r2T) 


A*A^* 
A  Al 

A 
A 


1 
AA, 

A 

A 


Y— 22 


—  2»    11 


(1) 
(2,  1/=^) 


A' 

A 


1  -f  y—  23 


23 


(1) 

(2,    CD') 

(2,  co) 


+     + 


+ 

+     +  + 

+     -  - 

-  +  - 

-  -  + 


4-    + 


26 


29 


—  30 


y— 26 


—  2»    13 


(1) 
(5,2-y=r26) 

(3, 1  +y=r2i) 

(2,  yi^âê) 

(3, 1  -y326) 

(5,2+y-26) 


y— 29 


—  2' -29 


(1) 

(3, 1  -y-  29) 
(5,i-y:r29) 
(2,i+y=^) 
(5,1+yi::^ 
(3, 1  +y=^) 


y— 30 


<».  2»-  8    6 


(1) 

(2,  Y^^^) 
(3,  yiTsô) 

(6,  y33o) 


j- 
j 


j* 
j 


A'-A,^ 
AA^ 

A 
A 


J6     » 
J 


J* 


A'A^' 
AA^ 

A 

A 


+     + 


+     + 


+  +  + 

+  -  - 

-  +  - 

-  -  + 
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Base   1 

(0 

(/ 

Iilcaux 

(liasses 

Genres 

Systèmes 
de  caractères 

—  31 

1-M/-31 
2 

1 

-  31       I             (1) 

/' 

J' 

(2,  1  +  «') 

J- 

J* 

' 

+ 

(2,     l+£0) 

J 

J" 

—  33 

y— 33 

—  2»-3-ll              (1) 

^^^1» 

^-JLi" 

+      +      + 

i2,l+y-33j 

^uli 

^^ 

+      -      - 

(3,  y-  33} 

A 

A 

-      -f-      - 

(6,3+y^33; 

^ 

A 

-      -      -h 

—  34 

y— 34 

-2»-  17 

(1) 

(5,1 -y- 34) 

(2,  y- 34) 

j-2 

+      + 

|(5,i+y-34; 

/ 

—  35 

1  -f  y—  35 

9 

—  6-7 

(1) 

A"" 

:4» 

+     + 

^ 

(5,  y- 36) 

A 

^ 

—      — 

-S7 

y— 37 

—  2» -37 

(1) 

A^ 

A* 

+     + 

. 

(2,l-fy-37} 

A 

A 

—     — 

—  as 

y- 38 

—  2». 19 

(1) 

J« 

J« 

(3, 1  —y—  38) 

(7,2+y-38) 

(2,  y-  38) 

J3 

+      + 

(7,  2 -y- 38) 

/2 

J' 

—      — 

(3,l-l-y-38) 

J 

J 

—  39 

1  -^  y_  39 

2 

—  3.13 

(1) 
(2,  ©') 

J' 

J^ 

;:} 

+      + 

(3,  1  —  2  oj) 
(2,  cû) 

J 

n 

—      — 

^41 

y— 41 

-2»  .41 

(1) 

J» 

J-» 

(^3,1 -y- 41} 

(5,2— y— 4l) 

J8 

+      + 

(7,i_y=:n) 

J-" 

/* 

(2,i+y-4i) 

J* 

j^ 

.            (7,i+y_4ij 

(5,2+y-4l) 

—      — 

(3,  i  4- y-  41) 

J 

J  1 

3GA 


THEORIE    DES    NOMBRES 


Base  1 

1 

(/                         Idéaux               Classes 

Genre*          '         Système- 
1    de  caractères 

—  42 

y— 42 

—  2»- 8- 7 

(1) 

A'A^' 

AM,*         -h    4-    -^ 

(7,  y-  42) 

AA^ 

AA,          +     -     - 

(3,  y- 42) 

A 

A,             -     +     - 

(2,  y- 42) 

A 

A -f 

—  43 

1  +  y_  43 
2 

-43 

(1) 

1 

1 

H- 

—  46 

y^"46 

—  2».  23 

(1) 

(6,2— y -46) 

(2,1/- 46) 

J* 
J» 

+    -f- 

(6,2+y-46) 

J 

—  47 

i  +  y-47 

2 

—  47 

(1) 
(2,  1  -}-  o>') 

J* 

(3,  co') 

/» 

/» 

-f 

(3,  co) 

J' 

j^ 

(2,  1-ha)) 

J 

/ 

—  61 

1  -^-jZ—ôi 
2 

—  3-17 

(1) 

A^ 

A* 

+    r 

(3,  1  — 2co) 

A 

A 

—    — 

—  53 

y— 63 

—  2*.  53 

(1) 

J" 

J-« 

(^3,1 -y- 63) 

J» 

/♦ 

+    + 

(^9,1 -y- 53) 

J* 

J^ 

(2,l+y-63) 

J* 

J" 

(9, 1-1- y- 63) 

J^ 

/» 

—    — 

(S,l+y-63) 

J 

J- 

—  56 

1  +  y—  65 

2 

—  6- 11 

(1) 
(2,  û)') 

J* 

n 

+    -t- 

(5,  1  — 2co) 

/* 

J    1 

1         .(2,  <a) 

J 

-57 

y— 57 

—  2»-3l9 

1                           ■■ 
(1) 

A^A,* 

^%» 

+     +     -r 

(2,1+ y- 67) 

A  A, 

^A 

+    -     - 

(3,  y- 5?) 

A 

A 

-     +    - 

(6,  3+ y- 57) 

A 

4        ! a. 

1 

—  68 

y— 68 

—  2» -29!             (1) 

A* 

A' 

■+     -^ 

1 

i 

1    (2,  y- 68) 

A 

A 

é 

ÏAIU.F.S 
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Base    i 


Idéiiuit 


Classes 


i^yzTtQ     _ 


59 


—  61 


—  2*- 61 


62 


—  2». 31 


(1) 
(3,  to') 

(3,    03) 


(1) 

(6,2-1/=^) 
(5,2+y=^6Ï) 

(7,3+y-6l) 
(2, 1  -j-l/—  61) 


(3,1  —  V— 62) 

(7,1+]/=^) 
(ll,2+y=^) 

(2,1/1162) 
(11,2— ]/— 62) 
1(7,  1_  1/1^62) 

(3,1+1^-62) 


J 

AP 
AJ 


—  66 


)/— 65 


—  2«-613 


(1) 

(3, 1  -1/=^^) 
(9,  5—]/— 65) 
(3,l+|/:^65) 
(ll,l-]/=^65) 

(2,i-u]/cr^) 

(ll,l+-l/=^65) 
(5,  1/-65) 


—  66 


j/— 66 


2'-3-ll 


P 

J 
AP 

A.P 

AJ 
A 


Genres 


37 


14-^ 


—  67 


(1) 

(5,2-1/=^) 
(3,)/=^) 

(5, 2  -Lj/—  se) 

(7,2i->/=^6) 

(11,  j/:^^) 
(2,  y=T6) 

(1) 


/* 
p 
p 
J 

AP 
AP 
AJ 
A 


J 


J' 

J^ 

J 

AJ 

AJ 

A 


n 


j« 
J* 
j^ 
J' 
J' 
p 
J 


J 
J 

AJ^ 

A 

AJ^ 

AJ 
J-^ 
J 


J* 
/« 

AJ' 

A 

AJ^ 

AJ 
J^ 
J 


Syslt-nies 
de  caractères 


+ 


+ 


+      -I- 


+ 

+ 

_'_ 

+ 

— 

— 

— 

+ 

— 

— 

— 

+ 

+ 

-h 

_1_ 
1 

+ 

— 

— 

— 

+ 

— 





+ 

+ 
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THEOUli;    DES    SOMDRES 


Bobo  i 

d 

Idùaaz 

Classes 

Genres 

Système» 
de  caractère» 

^88 

y— 86 

—  2» -48 

(2,  y^^e) 

J"- 

<r'l 

(l7,4+y-36) 

J* 

J' 

(.5,2 -y- 86) 
(9,2 -y- 86) 

■ 

(3,l-f-V'=^) 

-/ 

J 

-—87 

i  +  y-87 

2 

—  3-29 

(1) 

J'' 

./« 

(2,  «') 

J" 

J* 

■ 

+      ^ 

(7,  2  +  a) 

J* 

r- 

(3,  1  +  c») 

J» 

j' 

(7.  2  +  to') 

J* 

j^ 

—     — 

(2,  oj) 

/ 

J 

—  89 

Y—  89 

—  2«.89 

(1) 

(3,1— y— 89) 

(l7,8-y-89) 
(7,  4  —y—  89) 

1 

1 

i 

(^5,1— y— 89) 

J-8 

J* 

(6,1+ y- 89) 

J" 

r- 

(2,  1  -l-y-  89) 

/« 

j'' 

(6,1— y— 89) 

J"* 

p 

(5,1+ y- 89) 

J* 

J-" 

(7,4+yzr89) 

/* 

p 

(17,8+y— 89) 

J-^ 

j^ 

(3,1+ y- 89) 

J- 

J 

—  91 

1^-V-t91 
2 

—  7    13                (1) 

^« 

A*- 

+    4- 

17,  y- 91) 

A 

A                  

—  93 

y- 93 

—  2«-3.31             (1)             A-A^^ 

AKi,* 

-f    +    - 

16,  3+ y- 93) 

AA, 

AA^ 

+    -    - 

(3,  y— 93) 

A 

A 

-    +    - 

(;2,l+y-93) 

A 

A               -     -     - 

—  94 

y— 94 

—  2*-  47 

(1^ 

/« 

J' 

(5, 1  —y-  94) 
(7, 2  —y—  94) 
(11.4+y-  94) 

+    + 

TABLES 


36; 


Base   I 


Idcaïuc 


Classes 


Genres 


Systèmes 
de  caractères 


-  69 

V— 69 

—  2*  3-23 

(1) 
(7,1  _]/:L69) 

J*   ( 

+     +     + 

(6.  S -f  |/— 69) 

(7,1  +]/_.. 9) 

J 

AJ     ] 

+     -     - 

(5,1  -h]/- 69) 
(3,  V^-69) 

AT" 

J'   \ 
J     1 

-     +     - 

(5,1  -]/— 69) 
(2,1-1-]/- 69) 

AJ 
A 

AJ'   1 
^       1 

-     -     -f 

—  70 

V— 70 

—  2»   5-  7 

(1) 

A' A,* 

A' A,' 

+    +    4- 

(7,  |/-  70) 

AA^ 

AA, 

+    -    - 

(5,  y-  70) 

A 

A 

-^    4-    - 

(2,  y-  70) 

A 

A 

+ 

-  71 

1+1/-71 
2 

—  71 

(1) 

J' 

/' 

(2,  œ) 

/« 

J' 

(5,   1  +  a') 

J' 

J' 

(3,  2  +  CD) 

J* 

J* 

• 

+ 

(3,  2  -j-  w) 

J^ 

J' 

(5,  1  +  co) 

J' 

J-2 

(2,  0,) 

J 

J    ^ 

—  73 

y— Ta 

—  2* -73 

(1) 
(7,2—}/-  73) 

J* 
J' 

+    -f 

(2,l+]/~73) 
(7,  2+)/- 73) 

J* 
J 

J     ] 

—  74 

y— 74 

—  2» -37 

(1) 
(11,5-1/- 74) 

J* 

(3, 1  —y—  74) 

J" 

J"' 

■ 

+    + 

(3,1+1/- 74) 

/« 

/^ 

(ll,5-f--|/-74) 

J 

J- 

(5,l-j/-74) 

^/* 

^Z'  ' 

(6,  2+]/- 74) 

AJ^ 

AJ^ 

(6,2->/-74) 

Ar 

AJ' 

■ 

—    — 

(5,l+>/-74) 

AJ 

AJ 

- 

(2,  I/-74) 

A 

A 
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Base  I 


Idc-uui 


Classes 


Genres         '        Sjslèines 
I    de  caractèret 


-  77 


—  78 


—  79 


82 


y— 77 


y— 78 


1  -I-  y—  79 
2 


y— 82 


—  2»  7   11 


— 2»-313 


(1) 

(2,  y— 78) 

(l3,  >/=r78) 
(3,  )/=^78) 


79 


—  2» -41 


(1) 

(3,  1  -Y^^ 
(3,1+1/^^7') 

(6,l_yCr77) 

(7,  v/ITt?) 
(6,  1  4->/=T7) 

(2,1+1/=^ 


(1) 

(2,  1  +  co') 
(5,  oj') 
(6,  co) 

(2,  1+0) 


(1) 
(7,3-|/=^82) 

(2,  Y— 82) 
(7,3+]/=:82) 


/• 

J 
AJ* 
AJ* 
AJ 
A 


A*A^* 
AA^ 

A 


J* 
J 


J* 
J 


::i 


J 

AJ' 
AJ 
AJ 
A 


^'1 


A 
A 


/* 

J* 
J 


J* 
J"'  1 


+  +  n- 

+  -  - 

-  +  - 

-  -  + 


+     - 
-     + 


+ 


4-    + 


—  85 


—  86 


1  ^-j/ITsI 


—  83 


(1) 
(3,  o') 
(3,  co) 


y— 85 


—  2'.617 


(1) 

(5,  /=^85) 

(10,54-)/— 85) 

(2,l+}/=^85) 


J 


)/— 86 


—  2» -43 


(1)  J^o 

(3,  1— ■)/— 86)  J"8 

(9,  2+}/— 86)  J8 

(5,  2+ y— 86)  J' 

(17,4—}/'-^^)!  js 


A 


A' A,' 
AA^ 

A 


J'" 

J'- 


+ 


+        -        - 

-  +        - 

-  -        + 


+        + 


;iH. 


Base  1 

d 

Idéaux 

CIas!>e$ 

(Jenres               ,  ^y'=t''n'cs 
1    de  caractères 

! 

—  94 

iZ-^gl 

—  2»    47 

(2,  y- 9~4) 
(ll,4-|/-94) 

J' 

J' 

(7,2+l/=~94) 

J» 

.P 

(5,  1+1/=  94) 

J 

J 

—  95 

1  + 1/—  95 

2 

—  5    19 

(1) 

/8 

\P   1 

(2,  1  4-  w) 
(4,   1  -  co') 

,P 
.P 

+   + 

(3,  co') 

,P 

P 

(5,  1  —  2«) 

J* 

.P 

(3,  co) 

,P 

P 

(4,   1  —  co) 

J- 

.P 

(2,   1  +  «) 

J 

J 

—  97 

Y^91 

—  2* -97 

(1) 
(7,1 -y- 97) 

r-  1 

+   + 

(2,l+y-97) 
(7,l+y-97) 

J  J 

-    - 

S'j'^>:i:b.  —    1  liôorie  des  nombres. 
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TIIEOItli:    DES    NOMnWES 


GOKI»S  RÉELS 


Base  1 
(1) 

,/ 

n'îJ 

Idéaux 

a 

ô 

e 
« 
C 

-) 

1/2 

2» 

1+^2 

_  1 

(1) 

1 

1          + 

3 

1/-3 

3-2V 

2  +  /3 

+  1 

(1) 

1 

1          + 

5 

1  +  V^ 
2 

5 

Cl 

—  1 

(1) 

1 

1 

+ 

6 

/6 

3-2» 

5  +  21/'g 

1    1 

T  1 

(1) 

1 

1 

+ 

7 

1/^ 

7-2* 

8-|-3|/7 

+  1 

(1) 

1 

1 

+ 

10 

yïô 

2»    5 

3  +  |/ÏÔ 

(1) 

(2.T/ÏÔ) 

A* 

A 

A' 
A 

4-  -f 

11 

Vn 

11  •  2« 

10  -f  3  yTi 

+  1 

(i) 

1 

1 

1  :    -f- 

13 

1+1/Ï3 
2 

13 

1  -f-ca 

_  j 

(1) 

1 
1      1 

+ 

14 

yïi 

7.2» 

15  +  4>/ïi 

+  1 

(1) 

_i_ 

15 

yî5 

3-2-5 

4+}/Ï5 

-(-  1 

(1) 

(2,  M-j/ïô) 

^1  ^ 

17 

1  +  i^n 

2 

17 

3-1-2CO 

—  1 

(1) 

1    M    + 

1 

1 

19 

yvs 

19-2' 

170  +  39  l/Î9 

-ri 

(1) 

1    ■    1    !      ^ 

21 

l  +  ]/2Ï 
2 

3    7 

2-}-o 

+  1 

(i) 

1 

22 

|/22 

11-2* 

197  4-  -42  |/22 

+  1 

(1) 

1 

1 

+ 

23 

V23 

23    2» 

•24  +  5  1/2^ 

-r  1  . 

(1) 

1 

1 

-f 

23* 


TAIU.ES 

■ 

^71 

Base   I 

(t) 

,/ 

c 

n{t, 

Idéaux 

a 
0 

a 

s          u 

.5  0  'i 

26 

l/'ië 

2»    13 

6  +  V^ 

—  1 

(1) 
(2,1/26) 

A" 
A 

+  + 

29 

14-1/^9 
0 

00 

C  +  « 

—  1 

(1) 

1 

t 

+ 

30 

]/30 

3-2'.5 

11  -f  2)/3Ô 

+  1 

(1) 
(2,  1/30) 

A 

^*l+    + 

31 

yïi 

31    ^î 

1520 -t- 273  1/3Ï 

+  1 

(1) 

(3,1 -V- 31) 

(3,  1+1/- 31) 

■ 

33 

1  -f  |/33 
2 

3    11 

19  +  8CO 

+  1 

(1) 

1 

1 

+ 

34* 

yu 

2*-  17 

35  +  6"|/b4 

+  1 

(1) 
(3,  1  +  l/3i) 

A^ 

A^ 
A 

+  + 

35 

|/3"5 

7.2«-5 

6  +  1/35 

+  1 

(1; 
(2, 1  + 1/35) 

A^ 
A 

A^ 

A 

+  + 

37 

1+1/37 
2 

37 

5  +  2ûj 

—  1 

(1) 

1      1 

+ 

Q8 

]/S8 

19-2» 

37  +  61/38 

+  1 

(1) 

'  ■!  + 

38 

]/39 

a. 2*. 13 

25  +  4  1/39 

+  1 

(1) 
(2, 1  + 1/39) 

A"" 

A 

A* 
A 

+  + 

41 

l-f-l/ïî 
2 

41 

27  +  lOw 

—  1 

(1) 

1      1 

+ 

42 

]/42 

3-î:'-  7 

13  +  21/42 

+  1 

(2,  1/42) 

a^\a- 

A    A 

+  + 

43 

.V'ïs 

43-2  = 

3482  +  531  1/43 

+  1 

(1; 

1      1 

+ 

46 

1/46 

23-2* 

24335  +  3588  1/46 

+  1 

(1) 

1      1 

+ 

47 

y'47 

47-2' 

48  +  T  1/47 

+  1 

(1) 

^ 

1 

+ 

TIILOIUE    DES    NOMBUES 


Base  1 

t/ 

- 

"» 

1 
Idéaux                i 

O 
C 

- 

iSvslùmos 

de 
caractères 

77 

l  +  ]/77 
2 

7  •  11 

4-f  o 

+  1 

(1) 

1 

1 

+ 

78 

V'7S 

3 -S»- 13 

53  4-  6  |/78 

+  1 

(1) 
(2,  )/78) 

A' 
A 

+   + 

79 

|/79 

79-2* 

80  +  9  ]/79 

+  1 

(1) 
(3,  1  -  ]/Vj) 
(3.1+1/79) 

J* 

+ 

82 

]/82 

2'-41 

9  -f  ]/82 

—  1 

(1) 
(3,  2  — 1/82) 

(2,  yà) 

(5,2  +  >/82) 

r- 
J 

J 

}+  + 

83 

1/83 

83  •  2- 

82  +  9  |/83 

+  1 

(1) 

1 

' 

■   + 

85 

1  +>/85 
2 

5-  17 

4  +  0 

—  1 

(1) 
(5,  1/85) 

A^ 
A 

+   + 

86 

1/86 

43  •  2» 

10405  + 1122  |/86 

+  1 

(1) 

1      1 

! 

+ 

87 

]/87 

3  •  2*- 29 

28  +  3  |/'87 

+  1 

(1) 
(2,l+|/87) 

a-\a' 

A  ''.A 
1 

+   + 

89 

1  -f- j/89 
2 

89 

i47  +  106cj 

—  1 

(1; 

111     + 

! 
1         1 

91 

|/9i 

7 .2-. 13 

1574  +  165  "j/èl 

+  1 

(1) 
(2,l+l/9Î) 

A* 
A 

A-- 
A 

+  + 

93 

i+>/y3 

.->      "  i 
1 

3-31 

13  +  3o> 

+  1 

(1) 

! 

+ 

U 

]/94 

47-2=' 

2143295  + 
221064  ]/94 

+  1 

(1) 

1 

1 

~î~ 

95 

]^95 

19 -2- -5 

S9  +  4Vi)5 

+  1 

1 
(2,  1  +  y95) 

A* 

A 

A' 

A 

+   + 

97 

1  4-1/97 
2 

97 

5035  +  1138oj 

—  1 

(1) 

1 

1 

+ 

101 

i  +  yioi 

101 

9  +  2u 

1 

1 

1 

1 

-f 

') 

1 

T.VUI.KS 
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1 

15.1SC  r 

i      " 

d 

z 

n  s)               Idéaui 

0 

0 

4, 
U 
C 

u 

0 

S      S 

Fi 

51 

|/61 

3-2-    17 

50  -f  7  1/51            -f-  1                (1) 

A- 
A 

^1  i 

53 

1  +  ]/:^ 
2 

53 

3  -^  «              1  —  ^  i             (1) 

!       ! 

1 

1      n- 

55 

|/55 

11 -S-- 5 

S9  -j-  12  )/55        i  -|~  1                 (1) 

(2, 1  4-  |/5ô) 

.4» 
^4 

^-   +  4- 
A 

ô7 

-      ■ 

l+|/57 
2 

0  •  ly       j           131  -f-  40w              -f  1  i             (1) 

1                                                 1 

1 

1        -*- 

! 

58 

YbS 

23-29             99-f-13|/58 

-1 

(D- 

(2,  j/58) 

A 

A 

û9 

|/59 

5'J-2-     1       530-f69|/59 

+  1 

(1) 

1 

H     ^ 

Gl 

1  -f  y  61 

2 

61                    17-f5w 

1 
-1                  (1) 

1 

1 
l|     4- 

152 

>/62 

31  .  2°     ;         65  +  8)/62 

+  1 

(1) 

1 

1       + 

1 

65 

1  4->^ 

2 

5-  13                   7  -|-2u 

—  1 

(1) 

(5,  yëb) 

.4- 

A 

A'' 
A 

-f-  + 

6B 

1/66 

3.2*11 

55  +  8  >/66 

+  1 

(1) 

(3,  >/66) 

A- 

A 

A" 
A 

+  4- 

67 

1/67 

67    2- 

48842  +  5967 |/67 

+  1 

(1) 

1 

1 

•+ 

69 

1  +  ]/69 
2 

3-23 

îl  -f-  itù 

+  1 

(1) 

1 

1 

+ 

70 

1/70 

7 -2* -5 

251  4-  30  y7Ô 

-f  1                  (1) 
1       (2,  l/TÔ) 

.4* 
.4 

A 

+  + 

71 

1/7Î 

71  ■  2* 

3480 -j- 413  >/7Ï 

+  î 

(1) 

1 

1 

+ 

73 

l+)/73 
2 

73 

943  -f  250  ca 

—  1 

(1) 

1 

1 

+ 

'4 

\/ri 

2'.  37 

43 -f  5)/74 

-i 

(1) 

(2,  y74) 

A- 
A 

.4- 
.1 

+  + 
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